Développements limités

| Lemme de Rolle

Soit(a;b) ER?*: a<b

Si f est une fonction de R dans R continue sur [a; b] dérivable sur ]|a; b| et telle que

f(a) = f(b) alors
Jdcela;b[: f'(c)=0

Preuve :
Par disjonction de cas :
1%" cas : f est constante sur [a; bl alors: Vc € Ja;b[: f'(c) =0

2°M cas : f n’est pas constante sur [a; b] alors :

Ad€]a;b[: f(d) # f(a)
Supposons par exemple sans nuire a la généralité que : f(d) > f(a)
f étant continue sur [a; b] elle admet une borne supérieure qu’elle atteint, donc :
dc€la;b]: Vxe€la;b]: f(x)<f(c)

en particulier :

fla) < f(d) < f(o)
donc
c*+aetc#b
d’ou:
¢ € la; b|
Ainsi f est dérivableenc, or:
VxE€l]c;b[: MSO
X—c
Donc par passage a la limite :
fl(c)<o0

De méme :




ORI

Vx€la;c|: ~—c
Donc par passage a la limite :
fl(e)=0
Il en résulte
f'e)=0
Remarques :

Quelques exemples graphiques pour montrer des situations ou le lemme de Rolle s’applique
et d’autres ou il ne s’applique pas.

Situation 1 :

f est continue sur [1;4] , dérivable sur ]1;4[ et f(1) = f(4) donc le lemme de Rolle
s'applique

Nous voyons que f présente une tangente horizontale donc a une dérivée nulle en deux
abscisses ¢, et ¢, intérieures a [1; 4]

La fonction étant :

fO=Ex-DE-3)(x-4)

Le lecteur pourra vérifier ce fait par le calcul



Situation 2 :

f est continue sur [0; 6] , dérivable sur ]0; 6[ mais ni en 0 ni en 6, et f(0) = f(6) donc le
lemme de Rolle s’applique

Nous voyons que f présente une tangente horizontale, donc a une dérivée nulle, en une
unique abscisse ¢ intérieure a [0; 6]

La fonction étant :

f@) =9 - (x—3)2

Le lecteur pourra vérifier ce fait par le calcul



Situation 3 :
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f est continue sur [0; 4] , dérivable sur ]0; 4[ mais non dérivable en 2, seulement a gauche
et a droite, , et f(0) = f(6) donc le lemme de Rolle ne s’applique pas

Nous voyons que f ne présente aucune tangente horizontale, donc a une dérivée qui ne
s’annule pas, de méme pour la dérivée a droite ou la dérivée a gauche

Les hypothéses du lemme de Rolle sont donc optimales

Il Théoréme des accroissements finis

Soit(a;b) ER?>: a<b

Si f est une fonction de R dans R continue sur [a; b] et dérivable sur |a; b[ alors

fb) - f(a)
' —a

dc € ]a; b b

= f'(c)




Preuve :

, y=fe, 7O

f(b) = f(a)
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Nous allons construire une fonction g a partir de f a laquelle nous pourrons appliquer le
lemme de Rolle. La méthode est simple, elle consiste a enlever a f une fonction affine qui
s’annule en a et prend la valeur f(b) — f(a) en b. Cette fonction affine a donc pour
coefficient directeur :

D) - f(@
m=—————
b—a
Elle a donc pour expression :
h(x) = m (x — a) =M (x — a)
b—a

La fonction g a alors pour expression :

g(x) = f(x) = h(x)
Nous avons alors :

g(a) = g(b) = f(a)

De plus, g est continue sur [a; b] et dérivable sur ]a; b[. Le lemme de Rolle s’applique
doncetona:

dcela;b] : g'(c)=0



Or:

b) —
g0 = () - K@ =f'®) _%
Il en découle :
f)—-f@
——q J©
Remarque :

Du point de vue graphique, le théoreme traduit qu’il existe un point de la courbe de f en
lequel la tangente est paralléle a la corde (A B), A et B étant les points de la courbe de f
d’abscisses respectives a et b.

Il Caractérisation de la monotonie des fonctions sur un intervalle

Soit f une fonction de R dans R dérivable sur un intervalle J alors :

f croissantesur] @ Vx €] : f'(x) =0
f décroissantesur] @ Vx €] : f'(x) <0

Si f est croissante (respectivement décroissante) sur J et f'ne s’annule qu’en des points
isolés alors f est strictement croissante (respectivement décroissante) sur J

Preuve : (cas croissante uniquement, I'autre se déduit en considérant - f)
(:») Supposons f croissante sur J alors :

Soita€Jeth>O0telque:a+ h €] alors:

fath —f@_,
e E

Par passage a la limite quand h tend vers 0, on en déduit :
f'(@)=0

(<=) SupposonsVx €] : f'(x)=0



et supposons par I'absurde que f n’est pas croissante sur J, alors :
3(a,b) €J2 : a<b et f(a)> f(b)
Le théoreme des accroissements finis donne alors :
Jcela;bl : f(b) = fl@)=(b—a)f'(c)
donc:

f'(c)<0

Ce qui est contradictoire

Voyons le second point : Si f est croissante et f' ne s’annule qu’en des points isolés
Supposons par I'absurde que f n’est pas strictement croissante, alors :
3(a,b) €J2: a<b et f(a)=f(b)
or:
Vx€labl: f(@) < f(x) < f(b)

f est donc constante sur [a; b] et sa f' est donc nulle sur [a; b] ce qui est contradictoire

Il Inégalité des acrroissements finis

Soit (a;b) ER?>: a<b

Si f et g sont deux fonctions de R dans R continues sur [a; b], dérivables sur |a; b|[ et

telles que :
Vx€l[a;b] : |f'(x0)] <g'(x)
alors
If(b) — f(a&)| < g(b) — g(a)
Preuve :

Pourtoutx € [a; b] ona:

'l < g'(x)




donc:
—g'xX) =f'(x) =g'(x)
Soit :
flx)=g'(x) <0
flx)+g'(x) 20

La fonction f — g est donc décroissante sur [a; b] et la fonction f + g croissante. Il en
découle :

f(a) —g(a) = f(b) — g(b)
f(a) + g(a) < f(b) + g(b)

Soit :

—(g) —g(@) < f(b) - f(a) = g(b) — g(a)

D’ou I'inégalité cherchée

Remarque : Un cas particulier est celui ol g(x) = M x avec M = 0 soit g'(x) = M

Si
Vx€la;b] : |f'(X)I<M
alors

If(b) — f(@)| <= M(b —a)

IV Théoréme des accroissements finis généralisés

Soit (a;b) ER?>: a<b

Si f et g sont deux fonctions de R dans R continues sur [a; b] et dérivables sur |a; b[ et si
g’ ne s’annule pas sur |a; b[ alors :

fb) —f@) _f)
gb)—g(a) g'(c)

dc€l]a;b|:




Preuve :

Nous allons, la encore, construire une fonction h a partir de f et de g a laquelle nous
pourrons appliquer le lemme de Rolle.

Posons :
h(x) = f(x) =1 g(x)

en choisissant A tel que :

h(a) = h(b)
soit :
f@@—2g(@) = f(b) = 2 g(b)
Donc:
LB - f@
9b) — g(a)

Le lemme de Rolle s’applique a cette fonction et donne :
Jc€la;b[: h(c)=0
Soit
fle)—2g'(c)=0
Donc:

. f)~f@ _f
gb)—g(@) g'(c)




V Développement limité — Approche du concept

Considérons une fonction comme la fonction définie sur R par:

f(x) = sin (x)

La tangente a sa courbe en O nous montre que f est proche d’une fonction affine au
voisinage de 0 qui est :

gx) =x
Ce qui est a I'origine de ce fait est que f et g ont méme valeur en 0 et méme nombre dérivé,
a savoir :
g(0) = £(0)
g'(0) = f(0)

L'idée est alors de déterminer une fonction polynémiale de degré supérieur (2, 3, etc..) qui
approcherait f au voisinage de 0.

Cherchons s’il y aurait un polynéme de degré 2 en posant :
gx) =ag+ a; x + a, x?
Tel que :
9(0) = £(0)
g'(0) = f'(0)
g"(0) =f"(0)
Ce probleme conduit au systeme :

ao = f(0)
a; = f'(0)
2a, =f"(0)
Soit :
aO = O
a, =1

2a2=0

Autrement dit :



glx) = x

Il n’y a donc pas de polynéme de degré deux répondant a la question. Voyons donc s’il y a un
polynéme de degré 3 en posant :

gx)=ag+ a; x+ a, x*+az x3

tel que :
9(0) = £(0)
g'(0) = £'(0)
g"(©) = £"(0)
g"'(0) = £"(0)
Ce probleme conduit au systeme :
( Qo= f(0)
{ a; = f'(0)
2a, = f"(0)
6a; = f"(0)
Soit :
aO = O
a1 == 1
2 az = 0
6 a3 == _1
Autrement dit :
W=x-2
gx)=x c

Voyons finalement ce que cela donne avec un polyndme de degré n et et une fonction
quelconque f dérivable jusqu’a I'ordre n en 0, ce qui signifie entra autre, dérivable jusqu’a
I'ordre n — 1 sur un voisinage de 0.

Posons donc :
gx) =apg+ a; x+ a; x* + -+ a, x"
tel que:

g(0) = f(0)



g'(0) = f'(0)
g"(0) = f"(0)

g™ (0) = fM(0)

Ce probléme conduit au systeme :

( a, = f(0)
a; = f'(0)
2a, = f"(0)

2% 3a;=f"(0)

\2X3x..xna, =f™0)

Soit :
® (0
Vke[o;n] : ak=f ©
k!
Autrement dit :
IR IO
g(x) = Z T
k=0

Nous voyons que pour déterminer ce polyndme, il suffit de déterminer les dérivées
successives de f en 0.

Voyons ce que cela donne pour la fonction sinus :
f(x) = sin(x)
Jj . T
f'(x) =sin (x + E)
" o E
f'(x) = sm(x+22)
4
(m) = gi —
f(x) = sin (x + nz)
Donc :

Si k est pair, soitk =2 p, p € Z, alors :



I
f2P)(0) = sin (2 p—) =sin(pmn) =0
2
Si k est impair, soitk =2p+1, p €Z, alors:

I8 /[
FePHO0) =sin(2p + 1= =sin(p7t+—) = (—1?
2 2
Ainsipourn=2q+1
q
(_1)]( x3 X5 x7

_ 2k+1 — , 2 4 %
g(x)_k_0(2k+1)!x SEETRNTIE T

Le graphique ci-dessous montre la courbe de la fonction sinus ainsi que celle de ses
développements limités d’ordre 1,3 et 5en 0

x> x°
A ?:\:__.*._

61 il 3! | 5!

17 y = sin (x)

N RN
-1 1

On constate que plus I'ordre du polyndme est élevé, plus la courbe de ce dernier semble se
confondre avec celle de la fonction sinus sur un intervalle de plus en plus grand centré sur 0.
Ce point va étre confirmé par le théoreme de Taylor Lagrange.



VI Développement limité de Taylor Lagrange

Soit (a;b) ER?>: a<b

Si f est une fonction de R dans R dérivable jusqu’a I'ordre n sur [a; b] et telle que f(") dérivable
sur |a; b[ alors :

dc€l]a;b|:

(b — a)? (b —a)"

b — n+1
F®) = f@ + - ) @) + Lo a4+ LD ooy BT

n+ 1! f("“)(c)

Soit de fagon compacte :

_ n+1
f@—z( ﬂW)£§%%JWWO

La propriété reste valablesi b < a

Preuve :

Nous allons la encore utiliser le lemme de Rolle sur une fonction auxiliaire définie par :

( _ x)n+1

o0 ==y L o) -2 G

ou on choisit A tel que : g(a) =0

comme g(b) = 0 et que g est continue sur [a; b] et dérivable sur ]a; b[, le lemme de Rolle
s’appligue eton a:

Jc€la;bl : g'(c)=0

Or:

—k (b — Xk 1) (b — )"
g,(x) _ Z ( - x) f(k)( ) — Z (b — f(k+1)( Y42 (n +(n)-: 5 x)
k=1

, w—wkl( (b= s (b— )"
909 = G S0 }: Y pemne 4 L2




b — x)n
(x)—z(b " e - Z( X penge 4 L2

7'(0) = (b —x)n( —FD () + 2)

Ainsi :

Gk

(<@ +4) =0

Orc € ]la;b[donch —c # 0d’ou:
D) = 2
Donc:

(b _ a)n+1

b—
9(a) = () - Z( X po - FODE) oy =0

Il en résulte la relation cherchée.

Voyonslecasb < a

Il suffit de considérer la fonction :

9g(x) = f(—x)
Et de lui appliquer le développement de Taylor Young sur [—a; —b]
3c€]—a;—b[:
n
(=b + a)¥ W (=b + a)**? (4 1)
g(=b) —ZTQ (—a)‘l'wg (c)

Et de noter que :

9P ) = (=D* fO(=x)

Ainsi :

f(b) = Z C @ + e f -0

Ce qui est le résulta cherché.



Application : Algorithme de calcul pour la fonction sinus

Nous pouvons maintenant répondre a la question posée précédemment pour la
fonction sinus :

Soit un réel quelconque x. Cette fonction f vérifie les conditions du théoreme de Taylor
Lagrange sur l'intervalle [0; x]. Or nous avons établi précédemment pour tout entier naturel
k:

fER0O =0
f(z k+1)(0) — (_1)k
Nous avons donc, pour tout entier naturel p :

3 c(x) € ]0; x[

p
. _ (—DF e [PV (e@) , L
Sm@)_zoak+1ﬂxk 2p +3)! xEPT
Or:
F@P+3I(c(x)) = sin (c(x) +@2p+3) %)
Donc:
|f@P+3 ()] <1
D’ou :
( 1)k L2k |x|2p+3
sin(x) - Z Dt | S G

Cela permet d’avoir un majorant de l'erreur commise en remplagant sin(x) par son
développement limité d’ordre 2 k + 2

Une conséquence pratique est une méthode de calcul de sin(x) telle que celles
programmées sur les calculettes.

Soit en effet a calculer pour un réel y la valeur sin(y). Il suffit de considérer le casouy > 0

On commence par déterminer l'unique entier naturel m tel que :

7T< <7T
2 SY T MmrE=5



Notons :
t=y—mmn
Sit>0onposex =tetona:
sin(y) = (—1)™sin(t) = (—1)™ sin(x)
Sit<0onposex =—tetona:
sin(y) = (=1)™sin(t) = (—1)™*!sin(x)
Nous sommes donc ramenés dans tous les cas au calcul de sin(x) pour x € [0;%]

Or sur cet intervalle, nous avons :

1 k
sin(x) — Z (Z(k-zl)' 2k+1| <

B

(2p +3)!

Afin d’obtenir une précision souhaitée, de I'ordre de 10713 pour une calculette, nous
pouvons chercher le plus petit entier p tel que :

(n)z p+3
(22p + 3)! <107"
On trouve :
p=28
Le polynéme utilisé pour calculer la valeur de sin(x) est donc :

3 XS X7 X9 xll X13 x15 X17 x19

P(x) =% — —4—— 42 =2 2 _ = 4~ _
) =x—g g -t T3 G T 1o



VIl Développement limité de Taylor Young- MaclLaurin

Soit (a,,n) € R X ]|0; +o[ X N

Et soit f une fonction de R dans R définie sur un voisinage de a, c'est-a-dire une partie de
R contenant un intervalle de la forme |a — ; a + B]

Pour n = 0 si f est continue en a, ou pour n # 0 si f est dérivable jusqu’a I'ordre n — 1 sur
la— B;a+ B[ ettelle que f™~V est dérivable en a, il existe une fonction y de R dans R telle que :

Vx €Ela—B;a+ Bl

—a)? n
£ = f@) + - @) £ @ + E 2 priay et E D a4 - )

et:
limy(x) =y(a) =0
X—a

Soit de fagon compacte :

fG0) = z( " F91@) + 0g((x - )

Dans le cas particulier ou a = 0, on obtient le développement limité de MacLaurin, qui est celui
auquel on se raméne le plus souvent par changement de variable :

"k
fG) = ) 55 FR0) + oo™
k=0

Preuve:
Par récurrence surn € N en notant P(n) la propriété ci-dessus.
Initialisation : n =0
On suppose f continue en a. Posons :
() =f(x) - f(a)

La continuité de f en a donne :




limy(x) =y(0) =0
et :
fO)=fla)+(x—-a)yk)
Donc P(0) est vraie
Hérédité :

Soit n € N tel que P(n) soit vraie alors P(n) peut s’appliquer a la fonction g = f. Il existe
donc une fonction y telle que :

limy(x) =y(0) =0

et pourtoutx € Ja— B;a+ Bl :

900 = 2 C 2 g0 + G-y y )

Soit :

£ = Z( FO4D(@) + (x = @) y ()

Traduisons que y tend vers 0 quand x tend vers a
Soit € > 0 alors :
J0<6<B:Vx€la—8a+d] : ly)|<e

Introduisons alors la fonction :

n+1

h() = () - Z G0 po)

alors h est continue sur [a — §;a + &], dérivable sur Ja — &; a + [ et sur ce dernier :

n+1

_ k-1
h'(x) = f'(x) _Z& f(k)( )=f"(x) — Z(x f(k+1)( )

Donc:

Wx) =& —-a)"y(x)

Soit :



|h' ()] < €|x—a|™

Fixons x dans Ja — &;a + [, en commengant par x > a et définissons sur [a;x] la
fonction :

(t _ a)n+1
n+1

k(t) =¢
h est alors continue sur [a; x], dérivable sur]a; x| et :
IR < e(t—a)"
donc:
|R' (O] < K'()
L’inégalité des accroissements finis donne alors :
|h(x) = h(a)| < k(x) — k(a)

Soit :

(x _ a)n+1

|h(x) — h(a)| < € 1

<e(x—a)"t?

Un travail analogue se fait pour x < a en posant sur [x; a]

(a _ t)n+1

k(t) = —
(©) € n+1

h est alors continue sur [x; a], dérivable sur ]x; al et :
W' ()] < e (@a—t)"
donc:
|R' (O] < K'()
L'inégalité des accroissements finis donne alors :
|h(a) — h(x)| < k(a) — k(x)
Soit :

(a— x)n+1

|h(a) — h(x)| < ¢ 1

<e(a—x)"t

Posons finalement sur Ja — B;a + B :

h(x) — h(a)

yl(x) = (x _ a)n+1 Six # a, yl(a) =0



Alors :
Vx€la—6a+d\{a} : |ya(x)| <«
Donc:
limy, (x) =y1(0) =0
Nous avons donc sur Ja — ;a + B[

h(x) = h(@) + (x — )™ y1(x)

fG) - Z(x " F9@) = F@ + G- )™ ()

Finalement :

n+1

fG0) = Z G 0@ + - ™ 1)

Donc P(n + 1) est vraie

Vil Développements limités en 0 des fonctions de référence

1) Fonction sinus: f(x) = sin (x)

Nous avons établi pour tout entier naturel k :
fERW© =0
f(z k+1)(0) — (_1)k

Donc:

p
—1)k x x> X7
1) x2k+1+o(x21’+3)—x——+———+

sin() = ) Gt 51 71
k=0




2) Fonction cosinus : f(x) = cos(x)

Nous pouvons facilement établir pour tout entier naturel n :

™ (x) = cos (x + ng)

Et en déduire pour tout entier naturel k :
fER0) = (-1)*
f(Z k+1)(0) =0

Donc:

p

% x2  x* x®
cos(x) :ZW x2k+0(x2p+2) = 1—54‘1—64—"'
k=0

3) Fonction tangente : f(x) = tan(x)

Nous avons, en utilisant la propriété de composition pour dériver plus facilement :
f'(x) =1+ tan?(x) = (1 + t?) o tanx
£ (x) = 2tan(x) (1 + tan?(x)) = 2tan(x) + 2 tan®(x) = (2t + 2 ¢%) o tanx
fO) = (24 6tan?(x)) (1 + tan?(x)) = 2 + 8 tan?(x) + 6 tan*(x)
=(2+8t2+6t*) otanx
f®(x) = (16 tanx + 24 tan®(x)) (1 + tan?(x))
= 16 tanx + 40 tan3(x) + 24 tan®(x)
= (16t +40t3 + 24 t°) otanx
£ (x) = (16 tanx + 120 tan?(x) + 120 tan*(x)) (1 + tan?(x))

On pourrait continuer de proche en proche, mais nous allons nous contenter de cela. On
obtient :




f(0)=1

f(0) =0

f@(0) =2
f@O =0
&) =16

D’ou le développement limité a 'ordre 3 en 0 :

B 2x3 16«3 .
tan(x)—x+7+ o + 0(x°)
soit :
x3 x3
_ r 6
tan(x) = x + 3 + T + 0(x°)

Toutefois, il est possible de contourner la lourdeur des calculs, en se servant des propriétés
des développements limités pour obtenir le développement de tan(x). Ce point est abordé a
la fin de ce fichier.

4) Fonction exponentielle : f(x) = e*

Nous avons pour tout entier naturel n :

FM(x) = X
Donc:
X — nx_k+ (n)_1+x_2+_3+x_4+
S TR TR TRAAY

k=0

5) Fonction logarithme népérien : f(x) = Ln(1 + x)

Nous avons :




FO) == 1+
fF@) =-11+x)72
fE@=EDEDA+%73
fP@=EDEDED A+

Et par une récurrence évidente pour tout entier naturel k non nul :

fO) = (=DE2)(-3) (k= 1) (1 +x)7"

Soit :

(—DF 1 (k-1)!
(1 + x)k

@) =

Ainsi :
F®0) = (-DF* (k- 1!

On en déduit :

- xk xz2 23 1t

_ k-1 ny\ _—
Ln(1+x) = E(—l) X +0(x)—x——2 +—3 -7
k=1

6) Fonction sinus hyperboligue : f(x) = sh(x)

f®(x) = ch(x)
f@(x) = sh(x)
Par récurrence évidente pour tout entier naturel k :
F@9(x) = sh(x)
fERD(x) = ch(x)
Donc:
fER0O =0

f(2 k+1)(0) =1




D’ou:

L2 k1 X3 x5 a7
2p43) — g4 o
sh(x) = Z(2k+1)'+o(x” )= xtgrtg ot

7) Fonction cosinus hyperbolique : f(x) = ch(x)

fP) = sh(x)
f@(x) = ch(x)
Par récurrence évidente pour tout entier naturel k :
fER(x) = ch(x)
fERD(x) = sh(x)
Donc:
fERO) =1
fERD0) =0

D’ou:

2 x4 x6
ch(x) = Z Zh0! +o(x?P*2) =1+ = st teat

8) Fonctions puissances : f(x) = (1 +x)“

Cas trivial : a = —1:

n xn+1

1
f(x)z(1—x)‘1=:=Zx"+1_xz1+x+x2+---+x"+0(x")
i=0

n
—~ = 1—x+x%+-+(—1)"x" + o(x™)

fo) =1+t = =




Preuve :
Pour la premiére, c’est une conséquence de la formule :
1-xA+x+x2++x") =1—x""

Pour la seconde, il suffit de remplacer x par - x dans la premiere

Cas général :
FO(x) = a(1 +x)%?
FO) = a(a— 1) +x)*2
P = a(@—D(a—2) 1 +x)3
FDE) = a(a— 1 (a—2)(a—3) (1 +x)°*

Et par une récurrence évidente pour tout entier naturel k :

O =ala—1)(a=2)(a—3)..(a —k+1) (1+x)*kK
Ainsi :
FO0) =a(a—1)(a—2)(a—3)..(a—k+1)

On en déduit :

n

a(a—1D(a—2)(a—3)..(a—k+1)
(1+x)*= xk +o(x™)
=1+a x+a(a—1) x2+a(a—1)(a—2) x® +

2! 3!

Un exemple typique est le développement limité de la fonction racine au voisinage de 0 que
nous présentons a l'ordre 3 :

1 1 1 1
\/1+x=(1+x)7=1+i X—3 x2+R x3 4+ o(x?)




IX Opérations sur les développements limités

Toutes les propriétés développées ici concernent des développements limités en 0 mais
sont extensibles a des développements limités en un point a quelconque, par changement
de variable.

1) Définition

On dit qu’une fonction f admet un développement limité en 0 a I'ordre n si il existe un
polynome P de degré n, une fonction y etunréel g > 0 tel que:

Vxe]-B; Bl : f(x) =Px)+x"y(x)

et:
limy(x) =0
x—0
Autrement dit si il existe des réels agy, aq, a,, ...a, tels que

f(X)=apg+ a; x+ az x*> + -+ a, x™ + o(x™)

Le polynéme P(x) = ay + a; x + a, x* + --- + a,, x™ est appelé partie réguliere d’ordre
ndefen0

Exemple :

Le développement de MacLaurin, quand il existe, est un développement limité en 0

2) Propriétés

a) Unicité du développement limité

Si f est une fonction admettant un développement limité a I'ordre n en 0, alors la partie
réguliere d’ordre n est unique



Preuve :
Supposons :
fX)=ay+ a;x+ a, x>+ +a, x"+ o(x")
f(x) =by+ by x+ byx*+ -+ b, x™+ 0o(x™)
alors par différence :
(ap — bo) + (a; — by) x + -+ + (an, — by)x™ = o(x™)
En faisant tendre x vers 0 on en déduit :
ay,—by =0
Puis en divisant par x et en le faisant tendre vers 0 :
a,—by =0

Et ainsi de suite... (mais pour étre bien rigoureux il faudrait faire une récurrence plutét
évidente) jusqu’a :

a,—b,=0

b) Somme:

Si f et g sont deux fonctions admettant chacune un développement limité a I'ordre n en

0, alors leur somme f + g admet également un développement limité a I'ordre n en 0, et
la partie réguliére de f + g d’ordre n est la somme des parties régulieres d’ordre n de f

etdeg
Plus précisément :
Si:
f(X)=ag+ a; x+ a; x*> + -+ a, x™ + o(x")
g(x) =bg+ by x+ by x*+ -+ b, x® + o(x")
alors :

f(x) + gx) = (ag + by) + (a; + by) x + -+ (ay + by)x™ + o(x™)



c) Produit par une constante c:

Si:
f(X)=ag+ a; x+ a; x*> + -+ a, x™ + o(x™)
alors :

cf(x)=cag+ ca;x+ caz x* +--+ca, x"+o(x")

d) Produit de deux fonctions

Si f et g sont deux fonctions admettant chacune un développement limité a I'ordre n en
0, alors leur produit f X g admet également un développement limité a I'ordre n en 0 et la
partie réguliere d’'ordre n de f X g est la troncature a I'ordre n du produit des parties
régulieres d’'ordrende f etde g

Plus précisément :

Si:
fX)=ag+ a;x+ a; x* + -+ a, x" + o(x")
gx)=by+ byx+ by x*+ -+ b, x" + o(x")
alors :
fFOOXgx)=co+ c1x+ €3 x* + -+ ¢, x" + o(x™)
avec :

Plus généralement :

Si les deux fonctions ont des développements limités a des ordres différents et que ces
développements sont de la forme :



fO) =a,x? + apq 2P+ 4 a, X" + 0(x™)
g(xX) =bgxT+ bgyq X7+ -+ by x™ + 0(x™)

alors le produit a un développement limité d’ordre le plus petit des deux nombres p + m
etg+n

Preuve :
Posons :
A(x) = ay xP + apyq X%+ + ay x"
B(x) = by x? + bgpq x4 - 4 by x™
Alors :
f(x) x g(x) = (A(x) + 0(x™) (B(x) + 0(x™))
fG) x g(x) = A(x) B(x) + A(x) o(x™) + B(x) o(x™) + o(x™™)

fG) x g(x) = A(x) B(x) + o(x™P) + o(x"™*1) + o(x™™)

En notant :
s=Min(m+pn+q)

T,[A(x) B(x)] la troncature du polynéme A(x) B(x) a 'ordre s

Ona:

f() x g(x) = T[A(x) B(x)] + o(x*®)

Et le terme c;, d’ordre k de T;[A(x) B(x)] est donnée par, quitte a rajouter des coefficients
nuls :

k

Cxy = Z aq bk—q

q=0

Exemple pratique :

f(x) = x— 2x2+x3+0(x?)
gx) =1+ x— x*+o(x*%

Le produit donne un développement limité d’ordre 3, obtenu par troncature a I'ordre 3 du
produit :

(x—2x2+x3) A+ x—xHN=x+x2-2x2-2x3+x3+0(x3)



=x—x%2— x3+o0(x?)
D'ou:

fX)xgx)=x—x%— x3+0(x®)

e) Inverse d’une fonction

Si f est une fonction admettant un développement limité a 'ordre n en 0 de terme
constant non nul, alors son inverse 1/f admet également un développement limité a
I'ordre n en 0 et sa partie réguliére d’ordre n est telle que la troncature d’ordre n de son
produit par la partie réguliére d’ordre n de f soit égale a 1.

Plus précisément :
Si:
f(X)=ag+ a; x+ az x*> + -+ a, x™ + o(x")

alors

=by+ by x+ byx*+ -+ b, x" + 0(x™)

1
f(®

ou by, by, b,, ... b, sont les solutions du systéeme :

a0b0=1
a0b1+a1b0:0
a0b2+a1b1+a2b0=0
|

k b +a, n1+a2bn_2+---+anb0=0
Preuve :

Le systéme précédent admet une solution unique et se résout facilement de haut en bas de
proche en proche, selon ce procédé :



( —
Qo
a;
by=——b
1 aq 0
{ a, a,
bz - - bl _ bO
Qo Qo
a; 'az an
byp=——bpq1——=bp_p——2b
k n ao n—-1 a0 n-2 ao 0

Onaalors:
(ag+ ayx+ ayx?+ -+ a,x™) (bg+ by x+ by x? + -+ by, x™) =1+ x"1R(x)

R étant un polynéme

Notons :
fxX)=ag+ a; x+ a; x*> + -+ a, x™ + x" y(x)
AX) =ag+ a;x+ ay x2 + -+ a, x"
B(x) =by+ by x+ byx?+ -+ by x™
avec:
}(i_r)réy(x) =0
alors:

f(x) B(x) = (A(x) + x™ y(x)) B(x) = A(x) B(x) + x™ y(x)B(x)
f(x) B(x) =1+ x™1R(x) + x™ y(x)B(x)

fO)B(x) =1+ x"(xR(x) + y(x)B(x))

Donc en posant :
y1(x) = x R(x) + y(x)B(x)

Ona:
fx)B(x) =1+ x"y1(x)

avec:

limy,;(x) =0
X—0

Il vient alors :



I B(x)
fe)  1+x"y;(x)

or
ORI t TTOMEES
Donc:
= B() + 0™
£
D'ou

1
ITON bo+ by x + by x* + -4 by x™ + 0(x™)
Exemple pratique:

Développement limité en O de :

1
2+ x+x%2+0(x?)

h(x) =

On cherche un polynéme B(x) = by + b; x + b, x? tel que:
Q24+x+x2)(bg+ byx+ by x?) =1+ 0(x?)
Le développement et I'identification conduit au systéme :
2 bO == 1
2 bl + bO = O
2 bz + b1 + bO = O

La résolution donne :

( 1
by ==
072
1 b, = 1
1™ 4
_ 1
b2 =3
Ainsi :
1 1 1 1
—x—=x%+0(x?)

2+x+x2+0(x2)=§_4 8



Une autre méthode consiste a utiliser la propriété de la composée de fonction, décrite ci-
apres, mais elle n’a pas notre préférence, bien qu’étant couramment employée. Une autre
méthode fait référence au principe de la division selon les puissances croissantes des
polyndémes.

f) Composée de deux fonctions

Si f et g sont deux fonctions admettant un développement limité a I'ordre n en 0 et
lim,_y g(x) = 0 alors la composée f o g admet un développement limité a I'ordre n en 0
et sa partie réguliére d’ordre n est la troncature a I'ordre n de la composée de la partie
réguliéere d’ordre n de f avec la partie réguliere d’ordre n de g

Plus précisément :
Si
fX=ayg+ a;x+ a; x* + -+ a, x" +o(x") = A(x) + o(x™)
g(x) = by x+ by x* + -+ b, x™ + o(x™) = B(x) + o(x™)
alors :
f(g(x)) = TalAB())] + 0(x™)

ou T,[A(B(x))] est la troncature a 'ordre n du polynéme composé A(B(x))

Preuve :
Posons :
fX)=ag+ a;x+ ayx*+-+a, x"+x"y(x) = Ax) + x" y(x)
avec :
}(i_r)ré y(x) =0
alors :

f(g(x) = AB(x) + (B()"y(B(x))
Notons alors que :

A(B(x)) = Tp[A(B(x))] + o(x™)



(BO))™ = (by x+ by x® 4+ -4 by x™™ = 0o(x™)
limy(B(x)) = 0
Ainsi :
f9() = T[ABE)] + o(x™)

Exemple pratique :

Reprenons I'exemple précédent :

1
2+ x+x%+ o0(x?)

h(x) =

et modifions le ainsi :

1 1
h(x) ==X 1 I =
1+5x+5x%+0(x?)

[N

N| =
X

Nous avons donc la composée de deux fonctions :

1 1
—=t+=t? +o(t?)

1 1
2 2 —
=3 (1-t4tf4o(h) 2 2

1
f(t)=§>< 5

1+t
1 1
glx) = 5x +§x2 + 0(x?)

Déterminons la composée des développements limités :

(1 1t+1t2) (1 +1 2)_1 1(1 +1 2)+1(1 +1 2)2
2 273 X TN ) Ty T g T XTo¥

Puis sa troncature a I'ordre 2 :

11 1, 11, 1.1 1,
2 2Tt Ty T27 ¥ gX
Ainsi :
1 11 1
——x—=x*+0(x?

2+x+x2+0(x2):§ 4 8

Nous retrouvons bien heureusement le méme résultat qu’avec la méthode précédente que
nous jugeons plus courte, mais au lecteur de se faire son opinion.



g) Primitive d’une fonction : F'(x) = f(x)

Si f admet un développement limité a 'ordre n en 0 et si F est une primitive de f au
voisinage de 0, alors F admet un développement limité a l'ordre n en 0 et sa partie
réguliére d’ordre n est la primitive de la partie réguliere d’ordre n de f qui prend la valeur
F(0)enO

Plus précisément :

Si:
f(X)=ag+ a; x+ az x*> + -+ a, x™ + o(x™)
Alors :
a a,
F(x)=F(0)+apx+ — x>+ -+ a1 4 o(amt1
(x) =F(0) + ag > ——" (x™*)
Preuve :

Notons ce préliminaire déja démontré dans la preuve du théoréme de Taylor Young
Si h est une fonction dérivable sur un voisinage de 0 et si h'(x) = o(x™) alors
h(x) — h(0) = o(x™*1)

Appliquons le préliminaire a la fonction :

h(x) = F(x) — (ao x + % X2 4 oe _|_nc_l:1 xn+1)
Nous avons :
h(x) = f(x)— (ag+ a; x + ap x*> + -+ a, x™) = o(x™)
Donc

h(x) — h(0) = o(x™"")

a’Tl
n+1

F(x) — (ao x + % x2 4+ x") — F(0) = o(x™*1)

d’ou la relation cherchée.




X Développements limités de réciprogues usuelles

1) Fonction arcsinus : f(x) = sin~1(x)

Il suffit de noter que :

I — 1 — _ 2—%
o) === (-2

Nous allons donc appliquer la propriété des composées en considérant :

1 1 3
g)y=>0+1) 2=1-5t+g t2 + o(t3)

ffx)=g(-x*») =1 +% x? +§ x* + o(x*)

Il reste a appliquer la propriété de la primitive :

1 3
sin"1(x) = x + 3 x3 + 20 x% + o(x5)

Nous n’avons donné qu’un développement a I'ordre 5 mais on peut bien siir développer a
n‘importe quel ordre.

2) Fonction arccosinus : f(x) = cos™1(x)

Il suffit de noter que :

Et donc sur [O; g] :
T
cos™1(x) = 5~ sin™1(x)

On en déduit :




[ 1 3
A = 2,32 5 5
cosTI () =5 —x—cx’ - o x +o(x®)

3) Fonction Arctangente : f(x) = tan™1(x)

Il suffit de noter que :

1
f'(x) = T2 1—x%2+x*— 4+ (=1D)™?" + 0(x?")

Puis d’en déduire par primitive :

3 5 n ,.2n+1
X X —1)"x
tan '(x) =x——+—— - (=1)

2n+1
3 5 a1 o)

4) Fonction Argument sinus hyperbolique : f(x) = sh™1(x)

Il suffit de noter que :

100 = = (1+x2)2

1
Vxz +1

C’est donc I'analogue du développement de sin~!(x). Cela donne :

1 3
f'(x) = 1-- x2+§ x* + o(x*)

Puis :

1 3
PN . BN A 5
sh™l(0) =x——x*+ o x + o(x®)

1) Fonction Argument tangente hyperbolique : f(x) = th™1(x)

Il suffit de noter que :




1_x2=1+x2+x4+---+x2n+0(x2n)

F/(x) =

Puis d’en déduire par primitive :

3 x5 x2n+1

th™l(x) =x+—+—++

2n+1
313 g1 o™

X Astuces pour déterminer un développement limité

1) Propriétés de parité

Si f est définie sur un intervalle |- ; B[ , B > 0 et si elle admet un développement limité
alordrenenO alors:

Si f est paire, sa partie réguliere d’ordre n est paire et si f est impaire, sa partie réguliére
d’ordre n est impaire

Preuve :
Posons :
fX)=ag+ a;x+ a, x>+ +a, x"+o(x")
alors
f(=x)=ag— a; x+ az x* + -+ (=1)"a, x™ + o((—x)™)
=ay— a;x+ az x>+ -+ (—D"a, x™ + o(x™)
Si f estpaireonasur |—f; Bl:
f(=x) = f(x)
et par unicité du développement limité :
g — a,x+ ayx2+ -+ (—Da,x" =ag+ a; x + ay x> + -+ a, x"
On en déduit, par identification, que tous les coefficients des puissances impaires sont nuls
Si f estimpaireonasur |-f; B[ :
f(=x) =—f(x)

et par unicité du développement limité :




ap— @ x+ ay x*+ -+ (=", x" = —(ap + a; x + az x* + -+ a, x™)

On en déduit, par identification, que tous les coefficients des puissances paires sont nuls

2) Equation différentielle vérifiée par la fonction

Il n"est pas toujours aisé de calculer les dérivées successives d’une fonction. Nous avons vu
combien cet exercice était laborieux pour une fonction telle que tan (x). Une astuce
permettant de s’en sortir élégamment consiste a déterminer une équation différentielle
vérifiée par la fonction dont on cherche le développement limité. C'est la recette déja
utilisée pour déterminer les développements limités de réciproques de fonctions circulaires.
En effet, la fonction f(x) = sin~1(x) est solution de I"équation différentielle :

1
Foi=

Revenons a la fonction tangente : f(x) = tan (x). Elle vérifie :
') =1+ (f(x))?

f'(0) est facile a calculer et vaut 1, donc le coefficient du terme d’ordre 1 dans le
développement de f estdonca; =1

f' admettant un développement limité a I'ordre 7, nous avons, par le théoréeme de la
primitive :

fX)=x+ azx®+asx®>+a, x” +o(x?)
ff{x)=1+ 3a;x*+ 5asx*+7a,x%+ o(x”7)
On en déduit :
1+(f(x))2 =1+x%24+2a3x*+2as+az?)x®+o0(x°)
En identifiant ce dernier développement avec celui de f'(x) il vient :

3(13:1
5a;=2a;3
7a7=2a5+a32

Soit :



D’ou :

( _1

a3—3

< 2

% =15
1(2+1)_1 17 17
=7 \1579) 77" 45~ 315

t()_ +1 3+25+17 7+(8)
an(x) = x 3x 15x 315x o\xX




