Contréle de Mécanique du solide AI3 -11 Avril 2015

(Enseignant : Laurent Gry)

I Probléeme 1 : Etude dynamique d’un systéme

L'objectif du probléeme est d’étudier la dynamique d’un systéeme qui s’apparente a la
fameuse quintaine médiévale.

Considérons donc un systéeme formé de deux demi-disques de masse m et de rayon R, reliés a un mat
par une tige de masse que I'on supposera négligeable devant celle des demi-disques, le systéme
pouvant tourner librement autour du mat. Modélisons le systeme de la fagon suivante :
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La matrice d’inertie de ce systéme dans le repére principal d’inertie(G ; X ; Y, Z), sera notée :
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Afin de I’évaluer, nous allons commencer par quelques préliminaires.



Partie 1: Centre de gravité d’'un demi-disque (4 points)

On considére un demi-disque homogéne de masse m, de rayon R et d’épaisseur e et un
repere (C; X, Y, Z) dans le plan de symétrie du disque paralléle aux deux faces.
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Pour des raisons de symétrie, le centre de gravité se situe alors sur I'axe (C; Y). Rappelons
gue si nous désignons ses coordonnées dans le repére (C; X, Y; Z) nous avons, V désignant

i = [[[ram

L’objectif est alors d’évaluer 'intégrale triple. Nous proposons alors pour cela d’utiliser
un élément de volume défini par la partie de disque située entre les plans d’'ordonnée Y
et dordonnée Y + dY.

le volume du disque :

1) Déterminer I'élément de volume d'V en fonction de R, Yet e (1 point)
2) En déduire I'élément de masse d1m associé ainsi que la contribution élémentaire a
I'intégrale Y d'm en fonction de la masse volumique p, de R, Yet e (1 point)



3) Endéduire [ff, ¥ dm en fonction des mémes paramétres (1 point)
4) En déduire Y ;en fonction de R (1 point)

Partie 2: Tenseur d’'inertie d'un demi-disque (10 points)

Nous reprenons le demi-disque de I'exercice précédent avec le méme repére mais nous
cherchons cette fois-ci a évaluer le tenseur d’inertie, en considérant I'épaisseur e
infiniment petite. Pour cela nous commengons par évaluer ce tenseur dans le méme
repére, mais pour un disque plein de masse 2 m (Attention a prendre en compte que la
masse est double !1).

1) Expliquer pourquoi la matrice associée a ce tenseur est diagonale (1 point)

Pour calculer le moment d’inertie J.xx du disque par rapport a l'axe (C;X)
perpendiculaire au plan de la figure, nous proposons d’utiliser un élément de volume en
forme d’anneau constitué par la portion de disque située entre les rayons r et r + dr.

2) Déterminer I'’élément de volume d'V en fonction de r et e (1 point)

3) En déduire I'élément de masse dm associé ainsi que la contribution élémentaire a
I'intégrale r? dm en fonction de la masse volumique p, de ret e (1 point)

4) En déduire le moment d’'inertie J-xx en fonction de m et R(1 point)

Pour calculer les moments d’inertie J.yy et J:z7 du disque, nous noterons que, compte
tenu de la faible épaisseur de ce dernier, nous pouvons faire les approximations :
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5) Calculer Jcyy + Jczz en choisissant un élément de volume adapté et en détaillant
les étapes comme précédemment (1 point)
6) En déduire J.yy et Jczz (1 point)



7) En déduire le tenseur d'inertie du disque dans le repére (C; X; Y; Z) et montrer
que le tenseur d’inertie du demi-disque dans ce méme repére est (1 point) :
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On décale alors le disque sur I’axe des Y a une distance L. On note G’ |a position du centre
de gravité du demi-disque, a la distance CG’.
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8) En utilisant le théoréme d’Huygens, exprimer le moment d'inertie J,; du demi-
disque par rapport a I'axe (0; 7) en fonction de son moment d'inertie J; par
rapport a I'axe (C i 1 ) , de m, L et a (Conseil, passer par le moment d’inertie J./; du
demi-disque par rapport a I'axe (G’; I) (1 point)

9) Exprimer de méme J, en fonctionde J .z , m, Let apuis] 0j €N fonction de J cj (1

point)

11) En déduire la matrice d’inertie du demi-disque dans le repére (O; 1;];K) puis
celle du systéme mécanique initial constitué par les deux demi-disques (quintaine) (1
point)



Partie 3: Etude dynamique du systéme (8 points)

On décrit la position du systéme par I'angle 8 dont a tourné le systéme autour de I'axe de

rotation orienté par K.
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1) Exprimer le vecteur rotation 2 de I'espace solide formé par le systéme dans la base
(1;];K) du repére principal d’inertie en fonction de 6 (1 point)

2) Exprimer le vecteur moment cinétique propre ¢(G) du systéme dans la base (7 ;7 ; ﬁ)
(1 point)

Un chevalier donne a l'instant t = 0 une impulsion de vitesse v, au point A de coordonnées
R .. . , N , iy
(O;L +5 ;O) du demi-disque situé dans le plan Y > 0, le systéeme étant dans la position

intiale : 8 = 0. On suppose une force de frottement visqueux de I’air de la forme :
df = —c dS B(M)

c étant une constante, dS un élément de surface en un point M d’un des demi-disques de
vecteur vitesse 7(M).

3) Exprimer ce vecteur vitesse (M) dans la base (7;};?) du solide en fonction des
coordonnées (0;Y ;Z) du point M dans le repére (G;1;];K), de O et de L (1
point)

4) Exprimer le moment dM en G de la force de frottement de I'air df exercée sur
I’élément de surface dS en ce point M (1 point)



5) En déduire le moment ﬁm en G des forces de frottement de I’air exercées sur le
demi-disque D; du demi-plan Y >0, puis le moment ﬁg en G des forces de
frottement de l'air exercées sur les deux demi-disques en fonction de @ et de
I, = ﬂpl Y2 dS qu’on ne cherchera pas a calculer (1 point)

6) En appliquant le théoreme du moment cinétique en G, déduire une équation
différentielle vérifiée par 0 de la forme (1 point):

0=—-ab
ou a est une constante positive que I’on exprimera en fonction de I; et du moment

d’inertie J; du systéme par rapport a I'axe (G ﬁ)

7) En posant O = w, résoudre cette équation en w en faisant le lien entre w(0) et v,
(1 point)

8) Tracer I'allure de la courbe w(t) de la vitesse angulaire en fonction du temps (1
point).

II Probléme 2 : Le culbuto (12 points)

L'objectif de cet exercice est d’étudier la dynamique d’un culbuto, c'est-a-dire une demi-
boule de rayon R surmontée d’un cone de méme rayon et de hauteur H, les deux éléments
du culbuto étant faits dans un méme matériau de masse volumique p.

On rappelle les positions des centres de gravité G; pour le cone et G, pour la demi-boule, C
désignant le centre de la demi-boule, commun avec le centre de la base du cone.

CG —1H CG —3R
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1)

2)

3)

Par associativité du barycentre, déterminer les coordonnées du centre de gravité G du
culbuto dans le repére orthonormé direct (B; X; Y; Z) B étant le point du culbuto en
contact avec le sol a I’équilibre (2 point).

Vérifier que pour H = 0, on retrouve bien la position du centre de gravité de la demi
boule et pour R tendant vers 0, celle du cone (1 point).

Déterminer une relation entre H et R pour que le culbuto reste stable une fois
posé (1 point).

On s’intéresse maintenant aux oscillations libres du culbuto par rapport a un repere fixe

(0;70; Jo; EO). On paramétre sa position par I'angle 6 = (J, ;f).

4)
5)

6)

7)

8)

9)

Exprimer le vecteur rotation du culbuto dans la base (7 ;7; ﬁ) de ce dernier en
fonction de 6 (1 point)

En déduire le vecteur moment cinétique propre ¢(G) du culbuto dans la base
(1;];K) en notant Jx son moment d’inertie par rapport a I'axe (G; I) (1 point)

En considérant que la vitesse du point | du culbuto en contact avec le sol est nulle a
tout instant, exprimer le vecteur vitesse U; du centre de gravité puis le vecteur
accélération d dans la base (Zy; Jo; EO) en fonction de a = CG, R, 0 (On exprimera
pour cela d’abord (J; K) dans (Jo; ko) (2 points)

En appliquant le théoreme sur la résultante des forces, exprimer la réaction de sol
I_f, au point / en fonction de la masse totale m du culbuto, de g, a, R, 0 (1 point)
Exprimer le moment ﬁg(l_fl) de la réaction de sol en /I en se plagant dans le cas
d’oscillations de faible amplitude pour lesquelles on peut faire les approximations
cos (0) = 1 etsin (0) =~ 0 (1 point):

En déduire I'équation différentielle vérifiée par @ en négligeant le terme en 6?2 et
donner la pulsation propre et la période des oscillations (2 point)



CORRECTION

Probleme 1:
Partie 1
1)
dlV =2+JR2—=Y2edY
2)
dim=pdV=2pe+R2—-Y2dY
3)

Y=R

=0

11Y=R

vay dm:yf Cex2Y(RP—Y))2dY =pe E (RZ_Yz)i]

Y=0

2
14 3

4)
V= 7 R?
m=pv=p——¢
T R? 2 ;
,D 2 eYG=§peR
, _ AR
67 3x
Partie 2
1)

Il'y a deux plans coordonnées de symétrie : les plans XCYetYCZ

2)

d'V=2nrdre

3)




dim=p dV=2nperdr

r’dm=2mperddr

4)
r=R _
_f 2 gt = o r‘*r_R_npeR‘*_neR‘*>< 2m
Jexx = | rtdim=2mpe |op| ST =X
r=0 r=0
ICXX=mR2
5)
Jevy +]czzszf (Y2 +Z2) dm
v
Eléments différentiels considérés :
dlV=2nrdre
dim=2mnperdr
r’dm=2mperddr
r=R
s R* 2m R*
]CYY+]CZZ= f 27Tp€7" dr = 27Tp67=27'[><m eT
r=0

Jevy +Jczz = mR?

m R?
Jevy =Jczz = 2

7)

Tenseur d’inertie du disque complet dans le repére (C; X;Y; Z) :
mR? 0 0
m R?
0 0

2
0 0 m R?
2

Tenseur d’inertie du demi-disque dans le repére (C; X;Y;Z) :




m R?
/ 0 0
|

2
0 m R® 0 |
4
0 m R?
4

8)
On applique deux fois le théoréme d’Huygens
Joi =J¢gr7+m L+ a)?
Jei=Jgp+ma®
Pour déduire par soustraction :

Joi =Jci+m L+ a)? —ma?

]07=jcf+m(2aL+L2)

9)

De la méme fagon :

Jog =Jcg t+mQal+1%

10)

]ojzjcj

11)
Tenseur d’interie du demi-systeme dans le repére (O ; f; f; I_()) :
RZ
/m<7+2aL+L2> 0 0

| mRZ
| 0 0

I
I
4
RZ
0 0 m<7+2aL+L2>)

Tenseur d’interie du systeme complet dans le repere (0 i T i; I?) :




m@R2+4al+21%) 0 0

0 m R* 0
2
0 0 mR?*+4al+2lL?
Partie 3
1)
0=6K
2)

Les composantes de ¢(G) dans la base (f; f; I_()) sont données par I'application du tenseur d’inertie

dans le repere (G ; f; f; I_()) aux composantes du vecteur rotation Q soit :

m(@R?*+4al+21%) 0 0
( : \(° ;
mR _ 0
0 0 0=
\ 2 / 0 m (R2+4al+212)0
2 2
0 0 m R *+4al+21L?
On en déduit :
G(G)=m (R2+4al+21)0K=], 6K
3)
BM)=GAGM =0KA(Y]+ZK)
BM)=-YOT
4)
dMg =GM A (—CdS (M) = (YJ+ZK)ACdSY QT
dM; = -Y20dSK+CZY0dS]
5)

My =—6 (ﬂ Y2d5>1?+cé <ﬂ ZYdS)f
Dy Dy




7)




Probleme 2 : Le culbuto
1)

Le centre de gravité G du culbuto se trouve sur I'axe de symétrie (G ; Z), tout comme les
centres de gravité G; du cone et G, de la demi-boule. Les coordonnées sur cet axe des trois
centres de gravité sont liées par le théoréeme d’associativité :

my Zg, + my Zg, = (my + my) Zg
soit :
pViZe +pVaZg, =p (V1 +V2)Zg

Vi Zg, + Vy Zg,
G V,+V,

%TL'RZH(R+%)+%T[R3X%R
%nR2H+%nR3

, _4RH+H2+5R2
7 4(H+2R)

2)

Sion fait H = 0, on obtient bien le centre de gravité de la demi-boule :

Si on fait tendre R vers 0, en gardant H fixé, Z; tend vers la valeur du centre de gravité d’un
cone de hauteur H.

Z_H
¢y

3)
Le culbuto reste stable si Z; < R, soit :
4RH+H?+5R>< 4R(H+2R)
H? + 5R?* < 8 R?

H? < 3 R?

H<RV3




4)

=0T
5)
GG)=Jx 61
6)
B3(6) =D+ 2 AIG
3(G)=0TA(Rky—aKk)
3(G)=-ROj,+ab]
a(G)=—-Rbj,+ab]+ab?K
Avec:
{ J = cos(8) J, + sin(0) ky
K = —sin(6) j, + cos(6) k,
aG) = ((a cos(8) —R) 6 — a sin(6) 92) Jo + (a sin(0) 6 + a cos(6) 92) EO
7)
R =m (i@ - g
8)

MG(§I)=EI)AﬁI=(aI?_REO)AﬁI

Soit en composantes dans la base (70 ; 7‘0 ; EO) :

0 0
( — a sin(0) ) Am/| (a cos(8) —R) 6 — a sin(0) 62
a cos(8) — R asin(0) 6 +a cos(0)0* + g

Mg(ﬁ,) =m (—(a2 —2aR cos(P)+R¥)G—aRsin(A)8?>—agyg sin(@)) 7o

Soit en faisant les approximations de petits mouvements ;

Mg(R)=m(-(@®—-2aR +R)G—-aR66?—agh)i,

9)

do(G) - o
dt = Mg(Ri)




Jx0l=m(—(a®*—2aR +R)H—-aRO6%—agh)i,

Jy+mR-a)?)§=-maR66>*—mgab

L’équation n’étant pas linéaire, pour pouvoir la résoudre analytiquement, il faut supposer
négligeable le terme en 62 . L équation devient alors :

j=——— M2 4
Jx +m (R — a)?
Soit :
0 =—wy?06
En posant :

3 mga
@o = Jx + m (R —a)?

La période des oscillations libres est alors :




