Continuité des fonctions numériques

| Introduction

La continuité vise a traduire I'aspect précisément continu, c'est-a-dire sans rupture de la
courbe représentative d’'une fonction. Ainsi dans I'exemple donné par la figure ci-dessous, la
fonction sera considérée comme continue en —1, et plus précisément continue a droite en
—1 mais pas a gauche car elle n’y est pas définie, continue en 0, et d’ailleurs a gauche et a
droite, continue a gauche en 2, mais pas a droite, non continue en 3, car tout simplement
pas définie.

Plus précisément, cette fonction sera considérée comme continue sur I’'ensemble :

[—1;2[ U ]2;3[ U ]3; +oo]

Nous allons préciser toutes ces notions avec toute la rigueur mathématique.



Il Définition

Soit une fonction f définie sur une partie de R et x, € Dy

On dit que x est un point isolé de Dy si

da€e]0;+oof : [xg—a; xo+al NDf=0

Nous dirons que f est localement définie a gauche en x si:

Ja€]0;+oof : Jxg—a; x0] € Dy

Nous dirons que f est localement définie a droite en x, si:

Ja€]0;+oof : [xg; xo + @l € Dy

On dit que f est continue a droite en x, six, est un point isolé de D; ou si f est
localement définie a droite en x et vérifie :

Jim_£(x) = f(x0)

On dit que f est continue a gauche en X si X, est est un point isolé de Dy ou si f est

localement définie a gauche en x et vérifie :

Jim () = f(xo)

On dit que f est continue en x, six, est un point isolé de D; ou si f est continue a
gauche en x et non localement définie a droite ou si f est continue a droite en x, et non
localement définie a gauche ou si f est continue a gauche et a droite en x




Il Propriétés

Dans toute la suite f et g désignent deux fonctions définies sur une partie de R et
Xo € Df N Dg

1) Somme

Si f et g sont continues en x (resp. a droite, a gauche) alors la fonction somme f + g est
continue en x (resp. a droite, a gauche)

2) Produit

Si f et g sont continues en x (resp. a droite, a gauche) alors la fonction produit f X g est
continue en x, (resp. a droite, a gauche)

3) Inverse

Si f est continue en x, (resp. a droite, a gauche) et f(x,) # 0 alors la fonction inverse 1/f
est continue en x (resp. a droite, a gauche)

4) Quotient

Si f et g sont continues en x, (resp. a droite, a gauche) et g(x,) # 0 alors la fonction
quotient f/g est continue en x, (resp. a droite, a gauche)

Preuves :

Ce sont des conséquences immeédiates des propriétés sur les limites

11l Composée de fonctions continues

Soit une fonction g définie sur une partie de R et xy € D, et une fonction f définie sur
une partie de R telle que g(x,) € Dy alors



Si g est continue en x; (resp. a droite, a gauche) et f est continue en g(x,) alors la
composée f o g est continue en x (resp. a droite, a gauche)

Preuve

C’est encore une conséquence immédiate sur la limite d’'une composée de fonctions

IV fonctions continues de référence

1) Polynémes

Les fonctions constantes f(x) = b, les fonctions affines f(x) = a x + b, les fonctions
trinémes f(x) = a x? + b x + ¢ sont des fonctions continues sur R, plus généralement,
toutes les fonctions polynémiales, c'est-a-dire de la forme :

fX)=a,x"+apn_x" 1+ +a,x+a,
Preuve :
Montrons d’abord que la fonction f(x) = x est continue sur R
Soit xo € Retunréel € > 0 alors en posant :
a=¢
Ona:

Xo—a<x<xg+a = f(x)) —€ <f(x)<f(xy)+e¢

Donc

lim f(x) = f(xo)

X—-X(
f est donc continue sur R

Un raisonnement par récurrence évident permet alors d’en déduire par la propriété de
produit vue précédemment que les fonctions puissances entieres naturelles non nulles
f(x) = x™ sont continues sur R

Oril est trivial de vérifier qu’une fonction constante est continue sur R



Les fonctions de la forme f(x) = a x™ ol a est un réel quelconque sont donc continues sur
R.

Par une récurrence évidente, tout polyn6me est alors une fonction continue sur R en
utilisant la propriété de la somme.

2) Fractions rationnelles

Les fractions rationnelles qui sont le quotient de deux polyndmes sont continues sur leur
domaine de définition.

Preuve :

Il suffit de considérer la propriété précédente et la propriété du quotient

3) Fonctions trigonométriques

Nous verrons plus loin, avec I'étude des séries, que les fonctions sinus et cosinus sont
continues sur R et donc toutes les fonctions résultant d’opérations usuelles pouvant étre
faites avec ces fonctions :

Exemple :

_ 3cos(2x) + xsin (5x)
B 2 + sin? (x)

f(x)

Cette fonction est continue sur R, son dénominateur ne s’annulant pas car :
VxeER: 1<sin(x)<1
—1<sin?(x) <1

2<2+sin?(x)) <3



V fonctions continues sur un intervalle

1) Caractére borné d’une fonction continue

Soit une fonction f définie et continue sur un intervalle [a; b] de R alors f([a; b]) est une
partie bornée de R

Preuve
Par I'absurde, supposons f non majorée alors pour A =n € N*:
AU, €la;b] : f(U)>n

La suite U étant bornée, on peut, d’aprés le théoreme de Bolzano-Weierstrass, en extraire
une sous-suite convergente V . Posons donc :

lim V,=1L
n—-+4oo
Notons alors que 'on a :

VneN" : a<V, <b

On en déduit, par passage a la limite :

Puis par continuité de f en L :
Tim f(Vy) = f(L)
Or, on a également :
vneN : f()>n
Donc, par le théoréme du gendarme minorant :
Jim, V) =+
Cela est contradictoire, donc f est majorée

La fonction - f étant continue on en déduit qu’elle est majorée donc que f est minorée.



2) Propriété de la borne supérieure

Soit une fonction f définie et continue sur un intervalle [a;b] de R alors f([a; b])
possede une borne inférieure et une borne supérieure atteintes par la fonction, autrement
dit:

3 (x1,X2) € [a;b]?: Vx€[a;b] : f(x1) < f(X) < f(x2)

Preuve :

f([a; b]) étant bornée, elle posséde une borne supérieure s et une borne inférieure i. Donc
. 1
vneN': 33U, €a;b] : s—ﬁsf(Un)Ss

La suite U étant bornée, on peut, d’apres le théoréme de Bolzano-Weierstrass, en extraire
une sous-suite V convergente. Posons donc :

lim V,=L

n—-+oo

Notons alors que 'on a :
VneN" : a<V, <b

On en déduit, par passage a la limite :
Puis par continuité de f en L :

Tim f(V,) = f(L)

Or, on a également :

Donc, d’aprés le théoréme des gendarmes :

lim (V) =s
D’ou
s=f(L)

La borne supérieure est donc atteinte




La fonction - f étant continue on en déduit qu’elle atteint sa borne supérieure, donc :
3x; €[a;b]: VXE[a;b] : —f(x) < —f(xq)
Soit :

VxE€l[a;b] : f(x1) < f(x)

La borne inférieure de f est donc atteinte

3) _Propriété de la valeur intermédiaire

Soit une fonction f définie et continue sur un intervalle J de R alors f(J) est un
intervalle, autrement dit :

YLy € FND)'XR: y<y<y, > 3x€J:y=f(x)

On dit alors de la fonction f qu’elle posséde la propriété de la valeur intermédiaire : Si elle
prend deux valeurs y; et y, alors elle prend toute valeur y située entre ces valeurs.

Preuve

Soit (y1,y,) € (f(]))2 ety €R telque y; <y <y,alors:
3 (x1,%2) € 2 y1 = f(x1) et y, = f(x3)
Supposons par exemple : x; < x5

Construisons alors deux suites adjacentes U et V de la fagon suivante :

On pose:
Up =x1
Vo = x5
On note:
U+ 1
o7 2

Si: f(Cy) <yonpose:




V=V,
Sinon :
U, =U,
Vi =Cy
On aalors:
fU) <y=<fnh)

Supposons construits par récurrence U, et V, tels que :

fWU) <y<f(h)
on note :
=ttt

Si: f(C,) < yonpose:

Uny1 = Cy

Viri =Wy
Sinon :

Uny1 = Uy

Vi1 = Gy
Onaalors:

f(Un+1) < y < f(Vn+1)
Ainsi construites, les deux suites vérifient :

Vn_Un
2

VneN: f(Un)<ySf(Vn) et Vn+1_Un+1=

Une récurrence évidente conduit a :

Vo — Ug
on

vneN :l,—-U, =

De plus U est croissante V décroissante et :



VneN :x; <U, <V, <x;

Les suites U et V sont donc adjacentes et convergent donc vers une limite commune L et par
passage a la limite dans I'inégalité ci-dessus on a :

X1 <L< X2
Par continuité de f en L on en déduit que :
lim f(Uy) = lim f(V,) = f(L)
Et de I'encadrement :

fUR) <y <f(V)

on déduit, par passage a la limite :
fW)=sy<f)
D’ou
y=f)

Le cas ou x; > x, se traite de fagon analogue et le cas x; = x, est trivial

4) Stricte monotonie d’une fonction continue injective

Soit une fonction f définie, continue et injective sur un intervalle J de R alors f est
strictement monotone sur J

Preuve

Supposons par lI'absurde que la fonction injective ne soit ni strictement croissante, ni
strictement décroissante sur l'intervalle J, alors :

3(ab,c,d)e]* i (a<b et f(a)>f(b) , (c<d et fc) <f(d))
Par disjonctions de cas, il est aisé d’en déduire :
3 (xq,%5,%3) €J3 1 x; <xp < x3 et

(flx) < f(xz) et fxz) > f(x3)) ou (f(x1) > fxz) et f(xp) < f(x3))
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Deux cas sont illustrés en exemple sur les figures ci-dessus :
Pourlafigurel: x;, =a, x,=c, x3=d

Pourlafigure2: x;, =a, x,=b, x3=d

Le théoréme des valeurs intermédiaires montre alors a I'évidence que f ne peut étre
injective.

Dans le cas de la figure 1 par exemple, on prend y € [f(x1); f(x2)[ N 1f(x3); f(x3)[ et on
a:

3 (x4,x5) €J% 121 < x4 <Xy €t X <x5<x3 ety=f(xy) = f(x5)

V_Réciproque d’une fonction continue sur un intervalle

Soit une fonction f définie, continue et injective, donc strictement monotone sur un
intervalle J de R alors f est une bijection de J sur f(J) qui est un intervalle K.

L’application réciproque f~! est alors une fonction continue sur l'intervalle K

Preuve:

Supposons par exemple f strictement croissante sur K

Soit y, € K, supposons par exemple f~1 localement définie & droite de y, soit :
A>0: [yo; yo+tBlcK

Notons :



(o) = xo
f_l(YO+ﬁ) =X ta
Soit & > 0 alors :

dy>0:y<eety<a

Posons :
6= flxo+y)—flx0) >0
Soit :
flro+y)=f(xe) +8=y0+6
Donc:

fT'Oo+8)=xg+y=f"() +vy

Alors puisque f~1 est strictement croissante comme f :
VYER: Y <y<yo+6 = 1) <f'O)<f ' +9)
= 7)) <fTO) <o) +y
= [T <O <o) +e
Donc:
lim_ ') = £ (v,)
Yy=Yo
f~1! est donc continue a droite en y,

La méme démarche montrerait que si elle est localement définie a gauche, elle est continue
a gauche.



