Continuité

dans les espaces vectoriels normés généraux

Un espace vectoriel normé étant un espace métrique particulier, la définition est celle
donnée dans le fichier consacré a la topologie des espaces métriques. Voyons les propriétés
additionnelles.

Dans toute la suite f et g désignent deux fonctions d’un espace vectoriel normé (E, N) dans
un espace vectoriel normé (E’, N")

| Espace vectoriel des fonctions continues sur un domaine :

1) Continuité de la somme

lim £(X) = L

mg(0 =]~ Bm/00 T a0 =L+

En particulier, Si f et g sont continues en A alors f + g est continue en 4

L’ensemble des fonctions continues sur une partie G de E est donc un espace vectoriel.

Preuve :

N ((F&) + gX)) = (L+17)) = N'((FC0) = L) + N'(g(X) — L))
SN'(F(X) = L) +N'(gx) - L)

Pour tout € € |0, +oo] :

3 ﬁl € ]0'+Oo[ VX E [Bd(A'ﬁl)\{A} : N,(f(X) - L) <Eg

38, €10, 00l : VX € Ba(4,BI\(A}: N'(g(0) 1) < =

En prenant : B3 = max(f;, ;)




VX € Byl BNAY: N ((FOD + g00) = L+ 1)) < 5+ =

2) Continuité du produit par un réel

Hmf(X) = L= lim Af(X) = AL

En particulier, Si f est continue en A alors pour tout réel 4, A f est continue en A.
Preuve :
dans le cas non trivial A # 0 :

N'@AfX)— AL) = AIN(f(X) - L)

Pour tout € € |0, +oo] :
€

3B, €10,+o[: VX € By(4 LI\A}: N'(f(X) - L) < 7

La propriété en découle.

3) Continuité sur un domaine

Si f est continue en A en tout point d’un domaine D alors on dit que f est continue sur D.
L’ensemble des fonctions continues sur © forme alors un sous espace vectoriel de
I’'ensemble des fonctions de E dans E’ que nous noterons Cy(D)




Il Continuité de la norme

Une norme N définie sur un espace vectoriel E définit une application continue de
I'espace métrique E muni de la distance associée, dans I'espace vectoriel R muni de la
distance associée a la valeur absolue.

Preuve :
Rappelons la propriété d’une norme :
INX) -NY)|<NX-Y)

La continuité s’en déduit trivialement

Il Continuité et norme d’une application linéaire

1) Continuité en dimension finie

Une application linéairef d’un espace vectoriel de dimension finie normé (I, N) dans un
espace vectoriel normé quelconque (E’, N') est une application continue sur E

Preuve :
Soit (e7,€5,...,€,) unebasede EetX = x; e; + x, €, + - + x,,€,, alors:
F&X) =21 f(@) +x; (&) + - + 2o f (5)
N'(f(X0)) < | N'(F (D) + ool N'(F(€2)) + -+ + lxal N'(f (2)
N'(FO0) < (x| + x| + o+ beal) sup (N'(F@D). N (F @), - N'(F &) )

En posant :

M = sup (N'(f @), N'(F (@), .. N'(f &)

N'(f(X)) < M Ny(X)




Donc:
N'(fO = f(N) =N'(f(X =) < M N, (X~ V)
Or toutes les normes étant équivalentes sur E, il existe un réel a > 0 tel que :
N'(F(X) = f(Y)) S Ma N(X —Y)

La continuité de f relativement aux normes N; et N’ s’en déduit aisément.

2) Continuité en dimension quelconque - Norme d’une application linéaire

Une application linéairef d’un espace vectoriel normé (IE, N) dans un espace vectoriel
normé (E’, N) est une application continue sur E si et seulement si il existe un réel k tel
que:

VXEE: N'(f(X)) <kN(X)

On définit une norme sur I'espace vectoriel £L.(E, E’) des applications linéaires de E dans
E’ continues sur E par :

VfeEL(EE): |lIflll =sup {% DX # 0} = sup{N'(f(X)) : N(X) =1}

Preuve :
Sens direct :
Supposons f linéaire et continue, alors pour e = 1:

Ja>0: NX)<a = N(f(x)) <1

Soit X # 0 alors :

N(ZNa(X) X)=2E<“

donc:

N'<f(2 Na(X) X)) <1

soit par linéarité de f puis propriété de la norme :




a
2N

N'(fX) <1
D’ou :
2
N'(f(X)) < = N(X)

Ce qui prouve la propriété en prenant :

Sens réciproque :

Supposons f linéaire et vérifiant :

VXEE: N(f(X)) <k NX)
Alors pour tout couple (X,Y) de E2ona:

N'(fX)—f() <kNX-Y)

Et la continuité s’en déduit aisément en tout point Y de E

Norme :
Soit f € L.(E,E") on pose :

NI = sup{N'(F(X)) : N(X) = 1}
alors :

Supposons |||f]l| = 0 alors pourtout X = 0ona:

N(ﬁX) =1

donc:

N (f (ﬁx)) <l =0

d’ou:



1
N(X)

f)=0

f est donc 'application nulle de £.(E, E") d’ou :

fX)=0

Ifll=0& f=0
Soient f, g dans L.(E,E"), A un réel et X tel que N(X) = 1 alors:
N'((F+9) X)) =N'(fC0) + g(X) < N'(f(X)) + N'(9(X))
Donc :

IS+ glll < A1+ gl
L’inégalité triangulaire est ainsi vérifiée
Enfin

N'(A£(0) = 121 N'(£(0)

Donc:

A £ = 1AL AT

1/ 1] définit donc bien une norme sur L.(E, E")

3) Propriétés de la norme d’une application linéaire pour la composition

Soient (E,N) (E',N') (E",N") trois espaces vectoriels normés et f € L.(E, E'),g €
L (E',E") alors :

gofeL(EE")

g e £ < Nlglll NI

Preuve :

Soit X € E tel que N(X) = 1 alors:

N((g° NE)=N (g(f®))) < Mgl N(F&X) < Mgl NIFII

donc:




g e FIE< Mgl £

IV Continuité et norme d’une application multilinéaire

1) Continuité en dimension finie

Une application bilinéaire f définie sur un produit E X E’ d’espaces vectoriels normés de
dimension finie a valeurs dans un espace vectoriel normé quelconque (E",N") est une
application continue de E x E’ dans E", pour n’importe quelle norme définie sur E X E'.

Une généralisation se fait sans peine a une application multilinéaire sur un produit

quelconque [E; X E; X ... X E, d’espaces vectoriels normés a valeurs dans un espace
vectoriel normé quelconque (E, N)

Preuve :

Notons 1 la dimension de E, m celle de E' alors E X E’ est un espace vectoriel de dimension
n X m. Toutes les normes sont donc équivalentes sur E X E'. Il suffit alors d’étudier la
continuité pour 'une d’elle, par exemple, celle associée a une base (e;, e,, ..., e,) de E, une

base (]Tl), E, ,f_m)) de E, et a la norme infinie, sous la forme :

Pour :
X:xle_1)+xZe_2)+"'+xna{
Y=y fity2 ot + Ymfm
NCO(X) Y) = Sup(NOO(X)JNOO(Y)) = Sup(|x1|: Ilel ey |x1’l|i |Y1|; IyZI: ey |Ym|)
Posons :

X=A+H

Y=B+K




A=a13—1)+aze—2)+"'+ane—n>
B=byfi+b;fo+ 4 bufm

alors :
FX,Y)—f(A4,B) = f(A+H,B+K)+f(AY —B)
=f(A,K)+ f(H,B) + f(H,K)
or:
fAK) = 12 a;k; f(&, 1)
15jsm
En notant :

M=su {N(a;f(&,f)): 1<i<n1<j<m}

N(f(A,K)) < MnmNy(H,K)

De méme en notant :
M =sup{|b; f(e;g)]: 1<i<nl1<j<m}

N(f(H,B)) < M'nm N, (H,K)
En outre :

fH,K) = Z hik; f (e, f))

1<i<n

1<jsm

D’ou en notant :
M"=sup{|f(E f)|: 1<i<n1l<j<m]
N(f(A4,K)) < M"nm (No(H,K))*
D'l

N(f(X,Y) = f(A,B)) < (M + M) nm N (H,K) + M" nm (Noo (H,K) )



Soit alors € € 10, +oo[
Considérons la fonction réelle de la variable t suivante
gt)y=M+M)nmt+ M nmt?
g a pour limite 0 quand t tend vers 0 donc :
Ap>0: Vte]-B;pl: g(t) <e
Or:
No((X,Y) = (A4,B)) = Noo(X — A,Y — B) = No,(H,K)
Donc:

No((X,Y) = (AB))<B= N(f(X,Y)—f(4B)) <c¢

ce qui traduit la continuité de f en (4, B)

2) Conséquences

Un produit scalaire f défini sur un espace vectoriel de dimension finie normé E est une
application continue de I'espace [E X E dans R, pour n’importe quelle norme définie sur
E %X E.

Le déterminant dans une base d’un espace vectoriel E de dimension finie p étant une
forme p -linéaire, c’est une application continue de EP dans R, pour n’importe quelle
norme définie sur EP.

Le produit vectoriel sur un espace vectoriel E euclidien de dimension finie p étant une
application (p — 1)-linéaire, c’est une application continue de EP~! dans E.

3) Continuité en dimension quelconque




Soient (E,N),(E’,N"),(E",N") trois espaces vectoriels normés et f une application
bilinéaire de E X E' muni de la norme usuelle N, ou toute autre norme équivalente, a
valeurs dans E", alors f est continue si et seulement si il existe un réel k tel que :

VX,Y)EE: N'(f(X,Y)) <k N(X) N'(Y)

La propriété s’étend a une application f multilinéaire sur un produit quelconque
Ey X E; X ... X E, d’espaces vectoriels normés a valeurs dans un espace vectoriel normé

quelconque (E, N) sous la forme :

V (X1, X2 Xp) €Eq X Ep X .. X Ep :

N(f(X1,Xs, ... X)) < k Ny (X)N2(Xp) .. Np(X,)

Preuve : Cas bilinéaire, I'extension se faisant sur le méme principe
Sens direct :
Supposons f linéaire et continue, alors pour e = 1:

3a>0: N, X,Y)<a = N(fX,V)) <1

SoitX #0etY # 0 alors:

N(%(X)X>=23<a

N’( a Y)—a<
2N ) T2 ¢

N ( T _x 2 Y)—a<
»>\2No) V2N ') T2 5

donc:

a a
N" ( X,— Y) <1
<f 2N(X) "2N'(Y) >
soit par bilinéarité de f puis propriété de la norme :

(12

o V)<




dou:
4
N'(f(X,Y)) < = N(X) N'(Y)

Ce qui prouve la propriété en prenant :

Sens réciproque :

Supposons f bilinéaire et vérifiant :
VX, Y)EEXE : N'(f(X,¥)) <k N(X)N'(Y)
Alors pour tous couples (X,Y) et (H,K) de E X E' on a par bilinéarité :
FX+HY+K) =fXY)+fXK) +f(HY)++f(HK)
donc :
N'(FX+HY+K) - fX )N (FX,K)) + N"(f(H,Y)) + N"(f(H,K))
Soit :

N"(f(X +H,Y +K) — f(X,Y))< k N(X) N'(K) + k N(H) N'(Y) + k N(H) N'(K)

Le majorant tendant vers 0 quand (H,K) tend vers (0,0). La continuité en (X,Y) s’en
déduit.

V Continuité de l’inversion d’un automorphisme

Soit [E, un espace vectoriel de dimension finie p. Notons Aut(IEp) I’'ensemble des
automorphismes de E,, c'est-a-dire, rappelons le, des applications linéaires bijectives de E,
dans lui-méme.

Rappelons également que Aut(IEp) forme un groupe pour la composition.



Aut(E,) est un ouvert de 'espace vectoriel End(E,) formé par les endomorphismes de
E,, normé par la norme triple définie précédemment pour les applications linéaires
continues

L’application :
g : Aut(E,) - Aut(E,)
L-L1

est une application continue sur Aut(]Ep)

Preuve :

On prendra sur E,, une norme quelconque N
1) Aut(IEp) ouvert de End([Ep)

Etape 1:

Commencgons par montrer que Aut(IEp) est un voisinage de I'application identité I,

SoitL € B (Ip,%) alors :

1
-1l <5

donc pourtout X € E,ona:

N(LX) = X) < % N(X)

soit :
1
NX) - N(L(X)) < > N(X)
d’ou :
% NX) < N(L(X))
Donc:

X+0=> LX) #0

Le noyau de L est donc réduit au vecteur nul, donc L est un automorphisme de E,, d’ou :



D), 1
(Ip,z) c Aut(E,)
Etape 2:
Montrons que Aut(]Ep) est un voisinage de chaque application L,

. 1
Soit L € (Lo,m) alors :

Loy 'L—1, =Ly " (L— L)

donc:
-1 -1 1
o™ o 1= Il < 20 I 1L~ Lolll <5

Ainsi Lo_lL €EB (Ip,%) donc est inversible. Il existe donc un automorphisme M tel que :
(Lot eLl)M=M(Ly ' oL) =1,

Soit :
LMoLy )=(M oLy )L =1,

Donc L € Aut(E,) d'ou:

1
B (Lo,—_1> c Aut(E,)
2[[1o "1

Etape 3 : Continuité de g en [,

Soit > 0, notons :

_ ,(e 1)
a = min 55

alors pour L € [BB(I,,, a') ona:

d’une part :
€
e slll <
donc:
VX €E,\{0} : N(L(X) - X) <§ N(X)

D’autre part, comme vu précédemment :



% NX) < N(L(X))
donc:
VX €eE,\{0}: N(L(X) —X) <eN(L(X))
Soit par changement de variable X = L™1(Y)
VY €E,\{0}: N(Y = L7 (Y)) <eN(Y)
Donc:
127 = Lol < &
D'ou:
L e B(I,,¢)
Ce qui prouve la continuité de g en [,

Etape 4 : Continuité de g en L, quelconque
Pour H € B (L ;)
O 2[l]Lo ]

glo+H)—g(Ly) = Lo +H) - Ly™!
= (L +HoLy™) "oLyt =Lyt

La composition des automorphismes de [E,, étant une application bilinéaire de E,, X E,, dans
E,, elle est continue sur E, X [E,. La fonction I,, + H Lo~ " est donc une fonction de H qui

tend vers I, quand H tend vers I"application nulle. Par composition, on en déduit que (Ip +

Ho Lo_l)_1 tend vers L, puis que g(Ly, + H) — g(L,) tend vers I'application nulle.



