Coniques

1) Définition

Une conique est une courbe plane définie comme étant I'intersection d’un cone de révolution et d’'un
plan. Or dans un repére orthonormé (O,Y,f, k) ou O est le sommet du cone et (O,k) son axe
de révolution, I’équation du cone est de la forme :

x%+y%=(kz)?

avec k = tan(0), 6 = angle du cone

Si on se place dans un repére orthonormé (Q,f,f, I?) tel que (!2, f,f) soit un repere du plan
de coupe, les coordonnées (X,Y,Z) d’un point M de ce plan dans ce repére vont se déduire

de celles (x, y, z) dans (O,T,j’, E) par des relations de la forme :
x =mX+pY+qZ+r

y=m'X+p'Y+q Z+71
z=m"X+p"Y+q"Z+71"

En reportant ces relations dans I'’équation du céne, sachant que pour les points du plan de
coupe on a Z = 0, on obtient une équation de la conique de la forme



aX?+2bXY+cY?+dX+eY+f=0

Les coniques sont alors les courbes planes ayant une équation de la forme ci-dessus dans un
repere orthonormé.

Effectuons alors un changement de repére par translation dans le plan de coupe en posant :

{X:W—a
Y=Y -8

L’équation devient

aX?2+2bX'Y' +cY?+(d—-2aa—-2bR)X +(e—2cB—-2ba)Y +aa?+cp?
+2baf—-da—-d pf+f=0

Deux cas peuvent alors se produire :
1% cas :

On peut choisir a et [ tels que :

{d—Zaa—Zb/ij
e——2ba—-2cpf=0

I’équation se simplifie en une forme :
aX?24+2bX'Y +cY?+f =0

Soit en notation matricielle :

(s %) (D=0

La matrice A intervenant dans I’équation étant symétrie réelle, elle est diagonalisable dans
une base orthonormale. Il existe donc une matrice orthogonale P et une matrice diagonale
D telles que :

AP=PD
Ptp=tpp =1,

Soit alors la base orthonormale (fl,fl) dont les coordonnées dans la base (f,f) sont
données respectivement par les colonnes de la matrice P. Les coordonnées (X;,Y;) d’un
point M du plan dans le repére (0’,fl,f1) se déduisent de celles (X', Y") dans (0’,f,f) par:

G) = (x)

Soit :



(X",Y) = (X, Y1) P

L’équation s’écrit alors :

X
(X,Y) 'tPAP (Y11> +f=0

Soit :

X

(X,Y) D (Y1> +f=0
1
Posant :
_(dy O
b= (o d2>

Elle devient :

d1X12+d2Y12+f:O

Ce qui, dans les cas non triviaux ou d; ou d, est nul, engendre deux familles selon les signes
des coefficients, les hyperboles, lorsque d; et d, sont de signes contraires, les ellipses,
lorsque d; et d, sont de méme signes et de signe contraire a f. Nous allons étudier plus
spécialement ces deux familles

2°"¢ cas :

Le systéme en a et B n’a pas de solution. Son déterminant (a ¢ — b?) est donc nul et on
a plusieurs cas possibles

Casa #0:
aX?+2bXY+cY? +dX+eY+f=0
b c
(:)a(X2+ZEXY+EY2>+dX+eY+f=O
b 2
@a<X+EY) +dX+eY+f=0
Posons :



alors

avec:
st+t2=1
L’équation devient

ar?(sX—tY)?’+dX+eY+f=0

e v f

o(GX-tY)?2=- -~ - =
( ) ar? ar? ar?

0

Cette équation est donc de la forme
SX—-tY) 2 =uX+vY+w

Transformons la légérement de facon a pouvoir faire un changement de repére
orthonormé :

X—-tY+mi=@W+2sm)X+w—-2tm)Y +w+m?
Et choisissons m tel que les deux colonnes suivantes soit colinéaires :
(u +2s m) (t)
v—2tm/’ \s
La condition est que le déterminant soit nul soit :
s(u+2sm)—t(v—-2tm)=0
esu—tv+2G2+tH)m=1

tv—su
2

S m=
On a alors ou bien

(u +2s m) _ (0)

v—2tm 0
et I'’ensemble est formé de deux droites paralléles ou bien il existe un réel non nul k tel que :
(u +2s m) (t)

=k
v—2tm S

et I'’équation devient :



(sX—tY+m)i=ktX+ksY+w+m?

2

w+m
@(sX—tY+m)2=k<tX+ sY + . )

On peut alors définir le changement de repére orthonormé suivant :

Xi=sX—-tY+m
w+m
k

2

Yi=tX+ sY +

Dans ce repére, I'équation devient :

ce qui est I'’équation d’une parabole

Casa = 0 auquelcas b =0:
aX?+2bXY+cY? +dX+eY+f=0

ocYi+dX+eY+f=0

La encore, il faut distinguer deux cas :
¢ = 0 et I'ensemble est soit vide, soit réduit a un point, soit une droite
¢ # 0 et I'ensemble a une équation de la forme :

e \2 2

C(Y+ZC) +dX+f—%=0

soit dans le cas non trivial d # O :

f e? c e \2
X+=- =— Y +—
+d 4cd d( +Zc)
On pose alors :
Xi=Y+ ¢
1= 2c
f e
Yi=X+-=-—
! d 4cd

Définissant un changement de repére orthonormé dans lequel I'’équation est :



L’ensemble est alors une parabole

2) Etude des hyperboles

Il ressort de I'étude précédente qu’une hyperbole est une courbe C ayant dans un repére
orthonormé une équation de la forme :

xZ 2
=1
a? b2

a, b étant deux réels strictement positifs quelconques
Notons alors que 'on a :

M(x,y) EC=>M(—x,y) EC,M(—x,—y) €EC

C est donc symétrique par rapport a I'axe (0, y) et par rapport a O donc par rapport a I'axe
(0, x). Il suffit donc de I’étudier pour (x,y) € [0; +oo[2. Sur c e domaine on a alors :

yZ x2
M(x,y)EC(:)ﬁzﬁ—l
xZ
@yz_b2<;—1>
b
o v=—x2 _ g2
y=—Vx’-a

Il suffit donc d’étudier sur [a; +oo[la fonction :

g [x2 — g2

f&x) =

f est strictement croissante par composée et dérivable sur ]a; +oo[ et :

£100 b 2x b x
X) =— =
a2vx?—a? avVx?-—a?

On a égalementenO:

f(a+h)—f(a)_b\/(a+h,)2—a2_b\/2ah+h2 bN2ah b2
h T a h T a h  a h  avh

b V2

lim —— =+
w0 Vavh



Donc f n’est pas dérivable en 0 mais présente une demi-tangente verticale.

Etudions les asymptotes. On a en +o00 :

x x X
et:
b
f(x)——x=—(x2—a2—x)
a
b (x*?—a%?)—x% b —a? —ab
aVx2—a?2+x ax2—a?+x 2%
Donc:

L’allure de la courbe est donc la suivante :




On obtient notamment une hyperbole en coupant un cone par un plan paralléle a son axe de
révolution. Reprenant I’équation du cone donnée initialement, et considérant un plan de

coupe d’ équation x = c on se place en effet dans le repére (.(2, f,f) avec :

-

02(c,00), I=k J[=7
Et I’équation de la courbe intersection est dans ce repeére :
c2+Y?%=(kX)?
Soit :

X% v?

© <

Les asymptotes sont les droites d’équationY = k X etY = -k X

1) Etude des ellipses

Il ressort de I'étude précédente qu’une ellipse est une courbe C ayant dans un repere
orthonormé une équation de la forme :

x2 y2

2 !
a, b étant deux réels strictement positifs quelconques

Notons alors que 'on a :

M(x,y) EC=>M(—x,y) €C,M(—x,—y) €EC

C est donc symétrique par rapport a I'axe (0, y) et par rapport a O donc par rapport a I'axe
(0, x). Il suffit donc de I’étudier pour (x,y) € [0; +o[2. Sur c e domaine on a alors :

2 2
y X
M(x,y)EC’@ﬁz 1—5
.XZ
2 _ K2
Sy =b <1—;>
b
o y=—+a?—x?
y=-Val-x

Il suffit donc d’étudier sur [0; a]la fonction :



Q=

/aZ — x2

f est strictement décroissante par composée et dérivable sur [0; af et :

f&) =

£100 b —-2x —bx
X) = — =
a2vaZ—x2 qvaz—=x2

On a égalementen O:

fla+h)—f(@) bya?—-(a+h)? b~V-2ah—h?> bVy-2ah —b V2
h T a h T a h “a hVav=h

. —=b 2
lim ———=
=0~ \a/—h

Donc f n’est pas dérivable en 0 mais présente une demi-tangente verticale.

L’allure de la courbe est donc la suivante :




