Propriété des nombres entiers relatifs

| Division euclidienne

1) Division euclidienne sur les entiers naturels

V(a,b)ENXx N*: 3! (q, 1) EN?:a=bq+r et 0<r<b

Preuve :

existence de (g, 1)

Considérons I'ensemble des nombres entiers naturels n tels que bn soit inférieur ou égal a a.
Notons g le plus grand élément de cet ensemble. Nous avons alors :

bg<a<b(g+1)

Soit, en soustrayant b q :

0<a-bg<b
Posons alors :
r=a—bgq
L’encadrement s’écrit alors :
0<r<bp

unicité de (g, 1)

Supposons :
a=bq+r=bq +r" et 0<r<bh,0<r'<b
Alors, en supposant par exempler <r’:
bg—q)=1"—r
Or:

0<r'—r<b




Donc:

0<b(g—q)<b

Il en résulte :
q—q =0
Donc :
q=q
Puis :
r=r'

1) Division euclidienne sur les entiers relatifs

V(a,b)eZx 7Z*: 3! (q,r)€EZXN:a=bq+r

et 0<r<|b|

Preuve :

Existence de (g ,1):

Procédons par disjonction de cas :

1*cas:(a,b) EN x N*

C’est la division euclidienne sur les entiers naturels
2émecas: (a,b) € (—N) x N*

Alors: (—a,b) € N x N* donc:

3@, ”"Y)ENXN:—a=bq +71'

On en déduit :

a=b(—q¢)—7r"= b(—q'-1)+b—-1'

Posons :

q=-q -1, r=b—-r'

On en déduit :

a=bqg+r et 0<r<|b|

3émecas: (a,b) € N X (—N%)

et 0<r'<b




Alors: (a,—b) € N X N* donc:
3(,7")ENXN:a=(-b)qg'+r" et 0<r' <-b
Posons :
q=—-q,1r=r
On en déduit :
a=bg+r et 0<r<|b|
4émecas: (a,b) € (—N) x (—N*)
Alors : (—a,—b) € N X N* donc:
3(,r")YENXN:—a=(-b)qg +7r" et 0<r' <-b
On en déduit :
a=bq —r'"= b(@+1)—-b—1'
Posons :
q=q+1, r==b—1r'
On en déduit :
a=bg+r et 0<r<|b|

unicité de (g ,1)

Supposons :
a=bq+r=bq +7r et 0<r<|bl,0<r' <|b|
Alors , en supposant par exempler <r':

b(@q—q)=1r"—-r

Or:
0<r' —r<|b|
Donc:
0<b(q—4q)<Ib]
Soit :
0<1bllg—q'l <|bl
Il en résulte :

lg—q'| =0



Donc:

Puis :

Il Diviseur d’un nombre entier relatif

Etant donnéé un nombre entier relatif a, et un nombre entier relatif d non nul, on dit que d est un
diviseur de a s'il existe un entier relatif a’ telquea = d a'.

Nous noterons D(a) I'ensemble des diviseurs d’un nombre entier relatif a.

La définition s’écrit alors sous la forme plus compacte du langage mathématique:

Vda)EZXZ: deD(a)=d+0 et 3a' €Z:a=da’

Ainsi :
D0)=Z
D) ={-1;1}

D2)=1{-2,-1;1;2}

Si nous notons Dy(a) les diviseurs entiers naturels d’un nombre entier relatif a, et —Dy(a) leurs
opposés, alors nous avons :

D(a) = Dy(a) U (—Dy(a))
La connaissance de Dy(a) est donc suffisante.

Notons également que :

D(a) = D(—a)




Exemple de détermination des diviseurs entiers naturels d’'un nombre entier naturel : 12

On décompose d’abord ce nombre en produit de facteurs premiers :
12=2x%x2x%x3

Les diviseurs entiers naturels de 12 sont alors, 1, chaque facteur premier pris individuellement, puis
tous les produits possibles de facteurs premiers, c'est-a-dire, les produits deux a deux, 2 X 2 et 2 X
3, puis le produit des trois 2 X 2 X 3

Ainsi :

Dn(12) ={1;2;3;4; 6,12}

Propriétés des ensembles de diviseurs :

Propriété 1 :

Vv (a,b,z) € Z3 : D(a+ zb) N D(b) = D(a) N D(b)

Preuve :
Soitd € D(a + z b) N D(b) alors :
17 €Z:a+zb=dZ7z

Ib'€EZ: b=db

On en déduit :
a+zdb' =d7
a=d(z' —zb')
Donc:
d € D(a)
D'ou:

D(a+zb) NnD() c D(a) N D(b)

Réciproquement, soit d € D(a) N D(b) alors :
dd' €Z:a=da
Ab'€Z: b= db'

On en déduit :




a+zb=d(a +zb")
Donc:
deD(a+zb)
D’ou :
D(a) D) cD(a+zb)ND(b)

D’ou finalement I'égalité.

Propriété 2 :

Ennotant zD(a) ={n€Z: 3deD(a): n=zd}

V(ab,2)€Z3: zD(a)NzDb) c D(za) ND(zb)

Preuve :
Soitd € zD(a) N zD(b) alors :
3(d',a)€Z?:d=zd et a=d d
3(d",b)eEZ?:d=zd" et b=d"Db
Donc:
za=zd a' =dd
zb=zd"b' =db
Donc:
dezD(za)nzD(zb)
D’ou l'inclusion
Attention, il n’y a pas égalité comme le montre I'exemple :
D) ={-2,-1;1;2}
D3) ={-3;-1;1;3}
DB x2)={-6;-3;-2;—-1;1;2;3;6}
DB x3)={-9-3;,-1;1;3;9}
3D(2)N3D3) ={-3;3}

DB x2)NDB x3)={-3;-1;1; 3}




Il Le théoréeme de Bezout

1) Pour deux nombres

Etant donnés deux nombres entiers relatif a et b ayant 1 pour seul diviseur entier naturel
commun (on les qualifie de premiers entre eux), alors, il existe deux entiers relatifs u et v tels que :

au+bv=1

Soit en écriture plus mathématique :

V(a,b)€Z?: Dy(a)NDy(b) ={1}> I(w,v)€Z?*:au+bv=1

Preuve :

Nous allons proposer une démonstration ne faisant pas appel aux propriétés des sous-ensembles de
Z. appelés idéaux et sur lesquels nous reviendrons un peu plus loin, ce qui sera ptécisément
I’occasion d’introduire le concept d’idéal d’'un anneau.

Cas entier naturel :

Nous supposerons dans un premier temps (a, b) € N?

Le fait que ces deux nombres n’aient pas de diviseur commun autre que 1 impose qu’ils soient tous
deux non nuls.

Considérons les nombres entiers naturels non nuls de laformeau—bvou b v —au, u et v étant
deux entiers naturels.

Cet ensemble, que nous appellerons [E, est un sous ensemble de N non vide car il contient a. |l
admet donc un plus petit élément, que nous noterons d.

Nous allons alors prouver que d est a la fois un diviseur de a et de b.

Sans nuire a la généralité, nous supposerons que d est de la premiere forme, soit :
d=auy—bhv, |, (ug, vo) € N2

1% étape : Montrons que d est diviseur de a

La division euclidienne de a par d donne :

3! (q,7r)EN?:a=dq+r et 0<r<d

Donc:




r=a—dq
r=a—(auy—bvy)q
r=bWyq)—a(uq—1)

Soit,enposant:v=v5q , u= uyq—1:

r=bv—au
Montrons par I'absurde que : uy g # 0
Supposons uy g = 0 alors deux cas peuvent se présenter :
1% cas:uy =0, maisalorsd = —b vy, < 0, ce qui est absurde card > 0
2°™ cas:q =0, maisalorsr =a,ora € E etd = min(E) donc: d < a cela contreditr < d

u et v sont donc tous deux des entiers naturels.

Supposons alors par I'absurde que r > 0. Alorsr € E et r < d, cela contredit d = min(E)

Donc r =0, ilenrésulte:a = d q et donc que d est un diviseur de a
2°™ étape : Montrons que d est diviseur de b
La division euclidienne de b par d donne :
3! (q,7)EN?:b=dq+r et 0<r<b
Donc:
r=b—-dgq
r=b—(auy—bvy)q
r=b(l+vyq)—auyq
Soit,enposant:v=14+v5q , u= uyq :
r=bv—au
u et v sont donc tous deux des entiers naturels.

Supposons alors par I'absurde que r > 0 alorsr € E et < d, cela contredit d = min(E)

Donc r =0,ilenrésulte:b = d q et donc que d est un diviseur de b



d est donc un diviseur commun a a et b, donc:

Cela prouve la propriété

Cas général :

Ce cas se déduit trivialement du précédent par disjonction de cas. Nous ne traiterons que le cas
(a,b) € N x (—N), les autres étant analogues.

Onaalors:(a,—b) € NX N et aet-b sont premiers entre eux. Donc :

I(wv)EZ*:au—bv=1

D'ou:
au+b(-v)=1
Soitenposant: u' =u , v ' =—v
au' +bv' =1
Ce qui prouve la propriété.
2) Pour n nombres
Etant donnés n nombres entiers relatif a,a,, ...,a, ayant 1 pour seul diviseur entier naturel

commun (on les qualifie de premiers entre eux dans leur ensemble), alors, il existe n entiers
relatifs uq, u, , ..., u, tels que :

au+a;u; ++a,u, =1

Soit en écriture plus mathématique :

V(ag,a;,..,a,) €Z":

@N(al) N @N(az) n..nN @N(an) = {1} = 3 (ul,uz , ...,un) SY/AE ajuq + a; u; + -+ a, u, = 1

Preuve : Par récurrence sur n pourn = 2

Qualifions de P(n) la propriété précédente.



La propriété a déja été initialisée pour n = 2, voyons son caractére héréditaire.

Soit donc un entier naturel n > 2 pour lequel P(n) est vraie, et soit n 4+ 1 nombres entiers relatifs
aq,ay , ...,y ,ayeq N'ayant que 1 pour seul diviseur entier naturel commun, notons alors d le plus
grand entier naturel diviseur communa aq,a,, ...,a,. Onaalors:

a1=db1,a2=db2 ,...,an:dbn

bi,b,, ..., b, sont alors n nombres entiers relatifs n"ayant que 1 pour seul diviseur entier naturel
commun. D’apres I’hypothese de récurrence, on en déduit :

3 (U, Uy, Uy) EZM i byuy + by uy + 4 byu, =1
Donc, en multipliant par d :
d by ui+dbyuy,+--+d b, u,=d
soit :

ag U tauy ++ ay u, =d

Or d et a, 4 sont deux nombres entiers relatifs n’ayant que 1 pour seul diviseur entier naturel
commun. D’apreés l'initialisation, on en déduit :

FIwv)EZ?:dutayv=1

Soit :

(aq yu+ayuy+ -+ a, uu+av=1
D’ou:

a; (wyu)+a, wp,u)+-+ a, Upu)+apv=1

Soitenposant: vy = U U,V = Uy U ,...,Vp = Uy U, Uppq =V

a, vita v+t ay Uyt apeq Vpp1 =1
Ce qui prouve que P(n + 1) est vraie

P(n) est donc vraie pour tout n > 2



IV Plus Grand Commun Diviseur

3) Définition pour deux nombres

Le plus grand commun diviseur (PGCD) de deux nombres entiers relatifs a et b est, comme son nom
I'indique, le plus grand des diviseurs entiers naturels communs a ces deux nombres. Nous le
noterons a A b. Ainsi :

aAb = Max(Dy(a) N Dy(b))

Exemple :
Dn(12) ={1;2;3; 4;6; 12}
Dy(15) ={1;3;5;15}
12A15=3

4) propriétés

Propriété 1

aAb=|alA|b|

Cette propriété, évidente, montre que le calcul du PGCD de deux nombres relatifs se raméne a celui
de nombres entiers naturels.

Propriété 2
aANb=(a—b)ADb
Preuve :
Nous avons :
D(a—-b)ND() =D(a) ND(b)
Il en découle :

(a—b)Ab=aAb

A noter que nous avons également :




D(a+b) ND(b) = D(a) N D(b)

Donc:

aAb=(a+b)ADb

Propriété 3 :
Effectuons la division euclidienne de a par b :
3! (q,r)€EZXN:a=bq+r et 0<r<|b|

En prenant z = —q nous en déduisons :

aANb=(a—bq)Ab=1ADb

Cette propriété conduit a I'algorithme d’Euclide pour la détermination du PGCD

Propriété 4 :

V(a,b,z) €Z3: (za)A(zb) = |z| (aAb)

Preuve :
Il suffit de se rameneraucasz > 0:
Notons:d=aAb, d =(za)A(zb) alors:
Jda' €Z:a=da

Ab'€EZ:b=db

aAb' =1
Donc:
za=zddad
zb=2zdb'
Donc:
zd € Dy(z a) N Dy(z b)
D'ou:

zd<(za)A(zb)=d




Inversement :
3z €Z:za=d'7
3z"€Z:zb=dz"
Donc :
zda =d'z
zdb =d z"
Or d’aprés le théoreme de Bezout :
Jw,v)€EZ?: du+bv=1
On en déduit :
zddu+zdb'v=2zd
dzu+d z"v=2zd
d(z'u+ z"v)=2zd
Donc d' € Dy(z d)

Donc:

D’ou I'égalité

Propriété 5 :

V(a,b)€Z?:3(w,v)€EZ* arnb=au+bv

Preuve :
Notonsd = a A b alors:
3(a,b)eZ?: a=dd, b=db’, aAb =1
D’apres le théoreme de Bezout :
J(wv)€Z* adu+bv=1
Donc, en multipliant pard :
dau+db'v=d
Soit :

aut+bv=d




5) Définition pour n nombres

Le plus grand commun diviseur (PGCD) de n nombres entiers relatifs a,, a,, ..., a, est, comme son
nom l'indique, le plus grand des diviseurs entiers naturels communs a tous ces nombres. Nous le
noteronsa; A a; A ...\ a, . Ainsi:

a; A az A ...A a, = Max(Dy(a;) N Dy(az) N ...n Dy(ay))

Propriété 6 :

V(ay,ay,..,a,) EL":

I (u,up, ..., Uy) EZ" a4 A az A .. A ap =aqug+au; + -+ a, u,

Preuve :

Analogue a celle de la propriété 5

V Nombres premiers

Un nombre premier est un nombre entier naturel qui possede exactement deux diviseurs distincts, 1
et lui-méme.

La définition mathématique est donc la suivante en notant Py I'ensemble des nombres premiers :

pEPyop*rl et Dy(p) ={1;p}

Le crible d’Eratosthene permet de déterminer les nombres premiers inférieurs a un entier naturel
donné (voir fiche a ce sujet)

Nous verrons plus loin qu’il existe une infinité de nombres premiers, dont voici les premiers :




Py =1{2;3;5;7;11;13;17;19; 23; 29; 31; 37; 41; 43; 47; 53; 59; 61; 67; 71; 73; 79; 83; 89; 97; ... }

Propriété :

Si p est un nombre premier et a un nombre entier relatif alors :
Sip €EDy(a) : pra=0p

Sip € Dy(a) : pra=1

Preuve :
Sip €EDy(a) : Fa' €Z:a=padetpra=@pa)Ap=p (@ Al)=p

Si p & Dy(a) :notonsd = p A a alors d divise p, maistd # p car d divise a, doncd =1

VI_Nombres premiers entre eux

1) Deux nombres

Deux nombres entiers relatifs a et b sont dits premiers entre eux si leur PGCD est 1, autrement dit :

a et b premiersentreeux & aAb=1

Une caractérisation découlant de la propriété 5 est :

a et b premiersentreeux < : 3 (w,v) €Z%: au+bv =1

Propriété 7 :
3.aANb=1 _
V (a,b,c) € 73 : a/\c=1}=>a/\(bc) 1
Preuve :

SiaAb =1etaAc =1alorsdaprés le théoreme de Bezout :
I(wv)EZ* au+bv =1
W, v)EZ% au' +cv =1
Par produit :

(au+bv)(au +cv')=1




Soit en développant :

a(au'+cv)+avu)+bcvv' =1
Donc:

a(au"+cv' +bvu)+bc)vv' =1
Enposant:u"=au'+cv+bvu', v=vv':

au"+bc)v' =1
Donc
an(bc)=1

Propriété 8 : Pour n entier naturel supérieur ou égal a deux

V(a,bl,bz,...,bn)EZn+1= a/\b1=a/\b2 =---=a/\bn=1<:)a/\(b1b2 bn):].

Preuve :

Par récurrence et en utilisant la propriété 7

2) nnombres

n nombres entiers relatifs a;, a, , ..., a, sont premiers entre eux dans leur ensemble si leur PGCD est
1, autrement dit :

a.,a;, ..., a, premiers entre eux dans leur ensemble & a; A a; A ...A a, =1

Une caractérisation découlant de la propriété 6 est :

a,, a,, ..., a, premiers entre eux dans leur ensemble

© I(ug,uy, .., uy) EZ" :aquy +au; ++ a,u, =1

3) Applications aux nombres premiers

Si p et q sont deux nombres premiers distincts alors :

V(nm)EN?: p"Aq™ =1




Preuve :

1¥cas:n=0oum=20

la propriété est triviale

2™ cas:n=1letm=1

la propriété est encore triviale

3™ cas:n=1etm>0

la propriété est une conséquence immédiate de la propriété 8 avec
a=pb =by=-=b,=¢q

4™ cas:n>0etm>0

la propriété est encore une conséquence immeédiate de la propriété 8 et de la précédente avec :
a=p"by=by=-=by=q

Généralisation :

Si p,pP1,P2, -, Pn sont des nombres premiers deux a deux distincts alors :

v (m, a;, ay, ---ran) € Nn+1 : pm /\p1“1 pZaz pnan =1

Preuve :
On applique la propriété 8 avec :

a=p™ by =p1%,b; = p;%2 ... = by, = pp*n

VIl Théoréeme de Gauss

Si un entier relatif divise un produit d’entiers relatifs et qu’il est premier avec I'un des facteurs du
produit alors il divise le second facteur

En version mathématique :

ae€dDbc)

v b €73 :
(a,b,c) anrb =1

}: ae€dD(c)

Preuve :

a et b étant premiers entre eux, le théoréme de Bezout permet d’écrire :




J(wv)EZ?*:au+bv=1
Donc, en multipliant par c :
acu+bcv=c
a étant un diviseur de b ¢, on en déduit :

dk€Z:bc=ka

Donc:
acu+kav=c
D'ou:
a(cu+kv)y=c
Donc:
a€D(c)
Corollaire :

Si deux entiers relatifs premiers entre eux divisent un méme troisiéme, alors leur produit divise ce
dernier.

Soit, en version mathématique :

2
v(a,b,c)eZ3:(a'b)E©(C) }=> abeD(c)
anb=1

Preuve

Nous nous contenterons du cas ou a et b sont des entiers naturels, le cas général s’en déduisant
trivialement

La division euclidienne de c¢ par a b s’écrit :
3! (q,7)EN?:c=abgq+7r et 0<r<b
Donc:
r=c—abgq
a divise c et a divise a b q donc il divise la différencer =c—a b q
De la méme fagon, b divise r. On en déduit :
inn€eN: r=an

b divisear; eta Ab =1, d’apres le théoréme de Gauss, b divise r; donc :




3ineN: rn=bn
Donc:
r=abr
D'ou:
0<abr,<ab

Soit, en divisant par a b qui est un entier naturel non nul :

0<n<l1
Donc:
=0
D’ou
r=0
Puis :
c=abgq
Finalement :
abeD(c)

VIl Décomposition en produits de facteurs premiers

Tout nombre entier naturel supérieur ou égal a 2 se décompose de facon unique en produit de
facteurs premiers

Mathématiquement :

vmeN\{0,1}: 3'meN3! (aj,a;,..,a,) € (N)",3! (p,p2,....Pn) € (Py™

v (i,j) € ([1;nD)?:p; # p; et m=p,“1p,% ... p,"n

Preuve :

Existence de la décomposition :

Notons P(m) le prédicat suivant :




AneN3 (a,az,...,a,) € (NI, I (p1,p2, -, Pn) € (Py™
v (i,j) € (ILnD)? p; # pj et m=p % p,% ... ppn
Et démontrons que P(im) est vraie pour tout entier m = 2 par une récurrence forte.

Initialisation : pourm = 2

Donc P(2) est vraie
Hérédité : Soit m € N\{0,1} tel que : V k € [2;m] : P(k) vraie, alors par disjonction de cas :
1% cas: m + 1 est un nombre premier noté p et :
m+1=p!
Donc P(m + 1) est vraie

2° cas: m+ 1 n’est pas un nombre premier et il posséde un diviseur k distinct de 1 et de lui-
méme, donc :

J(kk)EN?: m+1=kk' et 2<k<m ,2<k<m

L’hypothese de récurrence s’applique donc a k et a k’ et s’écrit :

Pourk:
IneN3 (ay,az,...,a,) € (N, 3 (P, 02, -, Pn) € (Py)™
V(i) € (L% p; # pj et k=p,% p,%2 .. pon
Pourk’:
ILeENT (BB, B) € (NDLA(G1,q2, -, q1) € (Py)h:
V(@) €L # q; et k'=q." P> g
Ainsi :

m+1=p;% p,% ... p, % q,P1 .2 . q P

En regroupant les nombres premiers qui sont communs aux décompositions de k et de k' sous une
méme puissance, on obtient que P(m + 1) es vraie.

Donc P(m) est vraie pout tout entier naturel m > 2



Unicité de la décomposition.

Soit deux décompositions en facteurs premiers d’'un méme nombre m. Quitte a ajouter des facteurs
premiers manquant a la puissance 0, nous pouvons supposer que les deux décompositions ont les
mémes facteurs premiers et partir de :

m = p, % p,% ... pp®n = pPrp,Pe L p, e

Sans nuire a la généralité nous pouvons supposer a; = 34

On aalors:

p1Pip, %2 L py = poPr L ppfn
Donc:

p1%“1~P1 est un diviseur de p,#2 ... p,fn
Or:

p1a1—ﬁ1 /\pzﬁz = .. = p1“1—ﬂ1 /\pnﬁn =1
Donc:
p %A1 A (pzﬁz pnﬂn) =1
D’ol:
p1a1—ﬁ1 =1
Il en résulte :
a, = p1

et

P22 .. P = poFr . i
En réitérant le procédé, on obtient :
Ay = P2, An = Py

Ce qui prouve l'unicité de la décomposition.



IX Plus Petit Commun multiple

1) Définition pour deux nombres

Le plus petit commun multiple (PPCM) de deux nombres entiers relatifs a et b est, comme son nom
I'indique, le plus petit des multiples entiers naturels communs a ces deux nombres. Nous le noterons
a V b. Ainsi en notant My(a) I'ensemble des multiples entiers naturels non nuls d’un nombre entier
relatif a, la définition s’écrit mathématiquement :

aVv b = Min(My(a) N My (b))

Exemple :
My (12) = {12;24;36;48;60;72;84; ...}
My (15) = {15;30; 45;60;75; ... }

12v 15 =60

2) Définition pour deux nombres

Le plus petit commun multiple (PPCM) de de n nombres entiers relatifs a4, a, , ..., a,, est, comme son
nom l'indique, le plus petit des multiples entiers naturels communs a tous ces nombres. Nous le
noteronsaq vV a, V..V a,.Ainsi:

aq \ a, V..V a, = Mln(mN(al) n me(az) n..nN me(an))

X Propriétés du PGCD et du PPCM

1) pour deux nombres

Soit deux entiers naturels a et b dont les décompositions en facteurs premiers sont éventuellement
enrichies de facteurs premiers a la puissance 0 de telle sorte que les deux décompositions aient les
mémes facteurs premiers :

— a a a.
a=p1"'p2™? .. P




b = p,F1p,F2 .. pyfn
alors :
anb=p " pr"2 .. pp'm
avb=p%p,% .. p,on
avec:

Vie[yn] : y;=min(a; ,B;) , 6; =max(a;,pB;)

De cette propriété, on déduit :

(anb )X (avb)=axb

2) pour n nombres :

Des formules analogues s’établissent pour n nombres

(ag N azAN..Aay) X (@aV azV..vay,) =aq4X a; X ..X a,

X Notion d’idéal d’un anneau

1) Approche

Rappelons que (Z, +,X) a une structure d’anneau commutatif. Considérons alors, pour deux entiers
relatifs a et b, les sous-ensembles d’entiers relatifs de la forme :

Eup ={au+bv: (uv)€Z?}
Nous voyons que ces ensembles sont stables pour I'addition et I'opposé. En effet :
La somme de deux de ces nombres est du méme type que ces nombres
(au+bv)+(au'"+bv)=au+u')+b W+
et I'opposé d’un de ces nombres est du méme type que ce dernier :
—(au+bv)=a(-u)+b(-v)

Ces deux propriétés suffisent a faire de (IEa,b, +) un groupe commutatif qualifié de sous groupe de
(Z,+) car I'associativité de I'addition dans Z se retrouve assurée sur tout sous-ensemble, et
I’élément neutre de I'addition, O, est nécessairement dans E; ; car somme d’un élément de E, ;, et
de son opposé.



De méme, le produit de deux éléments de E, , est du méme type , mais il y a mieux, le produit d’un
élément de [, ;, par un élément de Z (a gauche ou a droite car la multiplication est commutative) est
du méme type, car :

(aut+bv)xz=aluz)+bwz)

On dit alors que E, ; est un idéal de (Z, +,x).

En revanche, I'élément neutre multiplicatif, 1, n’est dans E, ;, que si a et b sont premiers entre eux.

(]Ea,b, +,><) ne sera alors un anneau, qualifié de sous anneau de (Z, +,X) que si a et b sont premiers
entre eux.

Nous arrivons donc a la définition générale suivante :

Etant donné un anneau commutatif (A, +,%), un sous-ensemble I de [E est un idéal si :

a) (I, +) est un sous-groupe de (A, +) c'est-a-dire que :
- I est stable pour la premiére loi :

(x,y)E’= x+y €l

- I est stable pour le passage a I'opposé :

xeEl=>—x €l

b) I est stable par opération avec la seconde loi sur un élément quelconque de A :
(x,y) €elxA= x*xy €1

Propriété des idéaux :

Si I et J sont deux idéaux d’'un anneau commutatif (A, +,*) alors les sous ensembles I + J et IN]
sont des idéaux de A

Preuve :

Facile a faire et laissée au soin du lecteur



2) Lesidéaux de Z

Nous avons vu que les sous-ensembles [, ;, étaient des idéaux de Z. Voyons plus précisément leur
nature. Notonsd = a A b. Nous avons vu :

Fwv)EZ?:d=au+bv
Donc:d € Ey)
E, p étant unidéal, nous en déduisons :
VZEL :dz €Egyy
Donc, en notant d Z I’ensemble des multiples entiers relatifs de d :
dZ c Egy
Or nous avons également :
3(a,b)€EZ?: a=da,b=db’
Donc:
V(uv)EZ?: au+bv=da'u+db' v=d(a u+b'v)
Cela prouve que tout nombre de E, ;, est un multiple entier relatif de d et donc::
Eq.p cdZ
d’ou I'égalité :
En résumé, nous avons montré :
{au+bv: (Wv)EZ*}=d7Z

Soit encore :

aZ+bZ=(aAnb)Z

L’ensemble des nombres entiers relatifs qui sont la somme de multiples de deux nombres est un
idéal qui est 'ensemble des multiples de leur PGCD

De fagon plus générale , pour n entiers relatifs quelconques :

a1Z+ar,Z+a,Z=(@ N aA..ANa,LT

La démonstration se décalque sur la précédente




Il est alors trivial de vérifier que tous les sous ensembles d’entiers relatifs qui sont de laforme d Z , d
étant un entier relatif quelconque, sont des idéaux. Se pose alors la question : sont ils les seuls ? La
réponse est oui :

Les idéaux de Z sont les sous-ensembles de la forme d Z , ou d est un entier relatif quelconque.

Preuve :
Soit I un idéal de Z, notons :
I*=InN*
1% cas: I = {0}
alors:1=0%Z
2°™ cas : I # {0}
Alors: 1T # @
I* posséde donc un plus petit élément d qui est un entier naturel non nul.
Onaalors:
VzeZ:dz €l

Donc:

dZcl
Soit alors x € I, la division euclidienne de |x| par d donne :

3(q,r)EZ?: |x|=dg+r, 0<r<d
Supposons par I'absurde : r # 0 alors :
r=lx|—dq € It

r < d fournit alors une contradiction.
Donc:r = 0 etdonc:

x| =dgq
On en déduit que x est un multiple entier relatif de d et donc :

IcdZ

D’ou I'égalité.




3) Idéaux intersections dans Z

L’ensemble des nombres entiers relatifs qui sont multiples de deux nombres est un idéal qui est
I’ensemble des multiples de leur PPCM

Soit mathématiquement_:

aZNnbZ=(@aVvb)Z

Preuve :
Notons:m = a Vv b alors :

3@, b)EZ?: aad' =m , bb'=m
Donc:

VzEZ:mz=aa'z=bb'z
D'ol :zm€aZNbZetdonc:
mZ caZNnbZ

Soitalors:x €aZNbZ:
La division euclidienne de |x| par m donne :

3(q,r)EZ?: |x|=mq+7r, 0<r<m

Supposons par I'absurde : r # 0 alors r = |x| — m q est un multiple commun a a et a b et c’est un
entier naturel

r < m fournit alors une contradiction.
Donc:7 = 0 etdonc:
x| =mq
On en déduit que x est un multiple entier relatif de m et donc:
aZNbZcmlZ
D’ou I'égalité.

De facon plus générale , pour n entiers relatifs quelconques :

aiZNnaZn..na,Z=(@ Vv aV ..V a,)Z

La démonstration se décalque sur la précédente




Xl Arithmétigue modulaire

1) Congruences - Définition

Etant donnés deux entiers relatifs a et b et un entier naturel n, on dit que a et b sont congrus
modulo n si leur distance est un multiple de n, ce qui mathématiquement s’écrit :

a=b [n] © Iq€Z:a=b+qn

Un premier exemple simple avec la division euclidienne :

Si a et n sont deux entier naturels et n non nul alors, en notant r le reste de la division euclidienne
deaparnnousavons:a =r [n]

L'intérét, comme nous le verrons dans les applications, est bien souvent de trouver le nombre congru
le plus proche de 0. Ainsi :

En enlevant trois fois5a 13 :

En enlevant deux fois5a 11 :

2) Congruences-propriétés

Dans la suite a, b, ¢, d désignent des entiers relatifs quelconques et n un entier naturel

a) Produit par un entier :

a=b [n] = ac=b cn]

Preuve :

Sia=b [n]alors:3gq€Z:a=b+qndonc:ac=bc+(qc)ndou:ac=>b c[n]




Preuve
Sia=b [nletc=d [n] alors:3(q,q)€EZ*:a=b+qn etc=d+q n donc:
a+tc=b+d+(q+q)n
Et donc:
a+ c=b+ ¢ [n]

c) Différence

a=b [n] _
c=d [n]} >a—-c=b-d [n]
Preuve
Il suffit de noter que —c = —d [n] et d’ajouteraa =b [n]
d) Produit
a=b [n] _
c=d [n]} >ac=bd [n]
Preuve

Sia=b [nletc=d [n] alors:3(q,q)€EZ?:a=b+qn etc=d+q'n donc:
ac=bd+(dq+bq +qq)n
Et donc:
ac=bd [n]

e) Puissance

vmeN: a

b [n] = a™ = b™ [n]

Preuve :

Par récurrence évidente sur m en se servant de la propriété produit.

Toutes les propriétés présentées sont des implications et non des équivalences. Des exemples
simples permettent de s’en convaincre, par exemple pour la premiére :




2X3=2 x4 [2] mais 32 [2]

3) Exemple d’application

Sot a déterminer le reste de la division de 37# par 13 en faisant le moins de calculs possibles :
En enlevant trois fois 13 :
37 = -2 [13]
Donc:
371 = (=2) [13]
Mais :
(=2)1 = 22X7 = (27)2 = 1282

Or en enlevant dix fois 13 a 128 :

128 = -2 [13]
Donc:
1282 = (—2)? [13]
Finalement :
3714 =4 [13]
Donc:

3q€eZ: 37" =13q+4

L’unicité du couple quotient —reste dans la division euclidienne prouve que le reste de la division de
371% par 13 est 4.

4) Le théoréme de Fermat

Si p est un nombre premier et a un entier relatif non divisible par p donc premier avec p, alors :

a1 =1 [p]

Et donc:

a’ =a [p]




Preuve
Notonsry, 73,...,Tp_1 les restes respectivementde 1a,2a,..,(p —1)a
Montrons d’abord qu’aucun de ces restes n’est nul par I'absurde.

Soit k € [1;p — 1], supposons : 3q € N: k a = q p alors p divise k a mais puisque p est premier
avec a, p divise k, ce qui est absurde cark < p

Montrons ensuite que ces restes sont deux a deux distincts, encore par I'absurde :

Soit (k, k") € [1;p — 1]?, supposons 1, = 13, alorsk a = k'a [p] donc:

dq€Z: (k—k')a=qpdou:3q'€N: |[k—k'la=q'p

Ennotant: k" = |k —k'|,k" € [1;p —1] etk"a = q' p , d’aprés ce qui précéde : k" = 0 d’ou :
k=k

La contraposée de ce que nous avons montré est :

VKYE[Lp—1]? : k+k'=>1, #1y,

Ce qui prouve que les restes sont deux a deux distincts.

Or nous avons :

la=mn [p]

2a=nm1 |[p]

p-Da=ry [p]
Soit par produit :
lax2ax.X(p—1Da=rXrXx..Xr_ [p]

Mais I'ensemble formé par les restes étant le méme que celui formé par les entiers de [1;p — 1],

nous avons :
-D'a?'=@-1! [p]
On en déduit :
3q€Z: (p—-D'aP ' =(p-1! =qp

p divise donc le nombre :



(-1 @ = (p-Dl= (- D! @ -1)
Or p est premier avec chacun des facteurs de (p — 1)! donc avec (p — 1)!
On en déduit que p divise le nombre a?~! — 1 et donc

Soit

Puis par multiplication par p :

Exemple concret :

7537 =75 [37] =1 [37]

Donc le reste de la division de 7537 par 37 est 1



